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Calcolo delle probabilita’

A. Introduzione

Il calcolo della probabilita’e’ ormai una delle branche piu' importanti della matematica,
soprattutto per le sue molteplici applicazioni che vanno dalla fisica quantistica, alla
termodinamica, alle assicurazioni eccetera...

Qui ne vedremo un breve sunto a livello di programma per urliceo scientifico.
Svilupperemo prima il calcolo combinatorio per poter parlare di casi possibili, passeremo
poi a studiare il concetto di probabilita’ con le relative proprieta’ e quindi ne vedremo
un'applicazione nella teoria dei giochi; infine vedremaalcune interessanti distribuzioni di
probabilita’ che ci permetteranno di risolvere dei problemi che sembrano impossibili.

B. Calcolo combingorio

Il calcolo combinatoriosi occupa di come possiamo combinare fra loro piu'oggetti; magari
e' un poco noioso, ma ci permettera’ di considerare i vari casi possibili che si possono
presentare nel disporre degli oggetti.

E' essenziale per potesviluppare poi il calcolo delle probabilita'.

Svilupperemo poi dei metodi compatti per rappresentare delle formule piuttosto estese

T Permutazioni

1 Disposizioni

T Combinazioni

T Coefficienti binomiali

1. Permutazioni

Se hai un insieme di oggetti, ad esempio delle figurine, in quanti modi puoi metterle una di
seguito all'altra?

Se hai dei libri in quanti modi puoi ordinarli su uno scaffale? Oppure in quanti modi puoi
metterti a studiare le tre materie dove pensi che domani sarai interrogato?

Parliamo quindi di permutazion.

1 Permutazioni semplici
T Fattoriale di un numero
1 Permutazioni con ripetizione

a) Permutazioni semplici

Procediamo su un esempio:
Domani sei a rischio di essere interrogato in tre materie: italiano, matematica e inglese:
essendo la fine del quadrimestre ed avendo tre ore di tempo decidi di studiare ogni materia

per 1 ora; in quanti modi puoi "permutare” le materie?In pratica puoi fare:
Prima ora Seconda ora Terza ora

Italiano Inglese Matematica
Italiano Matematica Inglese
Inglese Italiano Matematica
Matematica Italiano Inglese
Inglese Matematica Italiano
Matematica Inglese Italiano
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Come vedi hai 6 possibilita'.

Noi vogliamo trovare il numero di permutazioni possibili senza dover fare tutta una tabella, anche perche'’
finche' si tratta di 3 oggeti €' abbastanza semplice, ma se volessi sapere in quanti modi divepEdsso
permutare i 90 numeri della tombola mi troverei nei pasticci

Proviamo a risolvere questo problema senza fare la tabella:
Quanti numeri diversi di 5 cifre posso formare con le cifre 1,2,3,4,5 ?

Allora nel numero che potro' fare la cifra 1 potra' essere al primo posto, oppure al secondo posto,
oppure al terzo posto, oppure al quarto posto, oppure al quinto posto; cioe' per la cifra 1 ho 5
possibilita’.

Per la cifra 2 (avendo gia' messo la cifra 1) invece ho solo 4 possibilita’ perche' un g’ gia'
occupato dalla cifra 1

Per la cifra 3 mi restano tre possibilita' perche' due posti sono gia' occupati dalla cifra 1 e dalla cifra
2.

Per la cifra 4 mi restano due possibilita' perche' tre posti sono gia' occupati dalla cifra 1, dalla cifra
2 edalla cifra 3.

Per la cifra 5 ho solo una possibilita’ perche' quattro posti sono gia' occupati dalle cifre 1, 2, 3e 4 el
5 va nel posto che resta vuoto

Quindi:
- perlacifral® 5 possibilita'
- perlacifra2° 4 possibilita’
- perlacifra3© 3 possibilita’
- per lacifra4 © 2 possibilita'
- per lacifra5© 1 possibilita'
cioe".

Possibilita = 5-4-3:2:1 =120
Con le 5 cifre posso scrivere 120 numeri diversi

Riprendiamo l'esercizio delle materieda studiare visto prima.
Comincio da italiana
Italiano posso studiarlo la prima ora , oppure la seconda ora oppure la terza
Ingleseposso studiarlo in una delle due ore in cui non studio italiano
Matematicaposso studiarla nell'ora in cui non studio ne' italiano ne' inglese
Quindi:

- ltaliano O 3 possibilita’

- Inglese O 2 possibilita’

- Matematica © 1 possibilita’
Possibilita' =3:2:1 =6

In generale:
Il numero di permutazioni semplici su n oggetti ? e' dato dal prodotto del numero n per
tutti i suoi antecedenti

Po=n-(n-1)-(n-2)- ..... -3-2:1

Per antecedentidi un numero si intendono i numeri che lo precedono nella successione naturale:
1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12,........
ad esempio gli antecedenti di 6 sono i numeri 1,2,3,4,5
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Problema:
Quantianagrammi (anche senza significato) posso fare con le lettere della parola cane?
Sono 4 oggetti quindi

Ps=4.3.2.1=24
Con le 4 lettere posso scrivere 24 gruppi diversi

Adesso posso risolvere anche il problema:

Trovare in quanti modi diversi possonouscire i 90 numeri della tombola
Basta applicare la formula

Poo = 90-89-88-87-86-85-84-83-82-81-80-79-78-77- ..... -3-2-1

A parte il fatto che non calcolo il risultato perche' €' un numero troppo elevato, devo
trovare un modo di scriverlo in manierapiu' compatta perche' non posso scrivere centinaia
di numeri in fila oppure mettere i puntini per indicare il numero di permutazioni;
introduciamo quindi, nella prossima pagina, ifattoriale di un numero.

b) FEattoriale di un numero

Abbiamo bisogno di scrivere in modo piu’ compatto un insieme di prodotti del tipo

7-6-5:4-3-2-1

od anche per un numero naturale generica:

n-(n-1)-(n-2) ...... 3:2:1

Useremo la notazione

7-6-5:4-3-2:1=7!

n-(n-1)-(n-2)- ...... -3-2:1=n!

Quindi nella formula per calcolare le permutazioni semplici sun oggetti potremo scrivere
Pn =nl!

Il fattoriale di un numero naturale indica il prodotto del numeroper tutti i suoi antecedenti
Per convenzione si pone0!=1

Come ti ho gia' detto per antecedenti di un numero naturale si intendono i numeri che lo precedono nella
successione naturale:

1,2,3,4,56,yh wh pmh pph pch 8 8 8 8 8 8
Ad esempiq gli antecedenti di 7 sono i numeri 1,2,3,4,5,6

Il fattoriale di un numero €' definito soloper i numeri naturali.

Il valore del fattoriale al crescere din cresce molto rapidamente (nozione on precisa ma che rende l'idea).
Ad esempia

6!=720

10!= 3628800

20!=2432902008176640000

8888888888888888888

c) Permutazioni con ripetizione (o permutazioni con oggetti identici)

Vediamo cosa succede quando alcuni degli oggesu cui dobbiamo fare le permutazioni
sono uguali; come esempigrendiamo il problema:
Quanti anagrammi (anche senza significato) posso fare con le lettere della parola cannone?
Sono 7 oggetti ma tre fra questi sono ugualkjuindi, prese tutte le possibli permutazioni su
7 oggetti, dovro' togliere quelle dove le letteren non sono distinguibili (come fai a dire se

3
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ad esempio lan che compare al primo posto €' la prima o la seconda o la terza?); quindi per
7 oggetti avrei:

P;=7!
Mentre per itre oggetti uguali (le n) avrei:
Ps = 3!
Quindi i possibili anagrammi saranno
0 xA
0 n O— EA qJ TTT

Approfondimento ( Scheda n. B)

Scheda n. BIPermutazioni con oggetti ripetutt
Facciamo un esempio con 4 oggetti di cui 3 uguaktb b b
Se fossero oggettidiversi, le permutazioni sarebbero Ps= 4! = 24 e precisamente (per fartelo vedere bene doro
diversamente le lettere b):

abbbbabbbbabbbba
abbbbabbbbabbbba
abbbbabbbbabbbba
abbbbabbbbabbbba
abbbbabbbbabbbba
abbbbabbbbabbbba

Osserva che in ogni colonna ci sono le 6 permutazioni per i tre colori della lettera bsdP3! = 6)

Nella prima colonna laae' al primo posto e permutiamo le treb
Nella seconda colonna lae' al secondo posto e permutiamo le trb
Nella terza colonna laae' al terzo posto e permutiamo le treb

Nella quarta colonna laae' al quarto posto e permutiamo le treb

Ma se non ho i colorile lettere b sono indistinguibili tra loro e pertanto ogni colonna diventa un termine singoloabbb b
abbbbabbbb.a
Allora per avere le permutazioni su 4 oggetti di cui 3 identici dovro' fare le permutazioni su 4 oggetti e dividerle per le
permutazioni sutre oggetti:

"E

. = _
" E A

Per fare i calcoli piu’ velocemente osserva che vale

- A A
A A

cioe' nelle frazioni con fattoriali posso sempre considerare comeaelle'espressione sopra e semplificare
l'ultimo fattoriale (useremo spesso questa proprieta’)

Per completare vediamo anche il caso in cui gli oggetti identici siano di tipi diversi, come ad
esempio lI'anagramma della parola "matematica”
G sono duem, duet e trea, quindi:
p A
0 nmr CACAGA puvpgCmm
Notare nella P il; dopo il numero globale degli oggetti e lafra i numeri di oggetti uguali

Quindi la formula generale per le permutazioni su n oggetti di cuiikk,.....,kuguali sara':

fn i Bk | E RE Ao



Prof. Dino Betti Ripasso di mataatica: CALCOLO DHLE PROBABILITAQ PDF elaborato dslincenzo Solimando

2. Disposizioni

Le disposizioni sun oggetti sono tutte le coppie, terne, quaterne,-kple ordinate che puoi
formare con quegli oggetti

Ordinate vuole dire che ad esempio la coppia (1,2) e' diversa dalla coppia (2,1)
In pratica puoi dire che usi le disposizioni quandeonta 'ordine in cui consideri gli oggetti
Distinguiamo fra:

1 Disposizioni semplici

1 Disposizioni con ripetizione

a) Disposizioni semplici

Le disposizioni semplici sun oggetti sono i numeri delle coppie ordinateDn:2, terne

ordinate Dn:3, quaterne ordinate Dn:4,....kuple ordinate Dn:k che posso formare com
oggetti.
Per trovare la formula procediamo con ordine, ad esempio su 5 oggetti
ai, &, az, a4, as
Se considero gli elementi uno ad ungallora ho 5 possibilita"
B

Ds1=5

Se considero le coppie ordinate , allora ad ogni elemenfrecedente ne devo aggiungere 4
(uno alla volta):

didxarazadl a4l as
QAR BR MR
Al A3 BB U A A5
Al UABBU A

ds A1 ds A2 A5 A3 As A4
cioe";
D5;2: 54

Se poi voglio le terne ordinateogni coppia mi generera’' tre possibili terne (mi restano tre
numeri perche' due sono gia' nella coppia)
D5;3 =5.4.3
Cosi' se voglio le quaterne ordinate ad ogni ternapotro’ aggiungere 2 oggetti diversi
perche' 3 sono gia' nelle terne
D5;4 =5.4.3.2
Concludendo, se voglio le cinquine ordinate ad ogni quaternapotro’ aggiungere solo 1
oggetto perche' 4 sono gia' nelle quaterne
D5;5 =5.4.3-2-1

Da notare che lalisposizioni semplici di 5 oggetti presi 5 a 5 corrispondono alle permutazioni su 5 oggetti
Ds5s=Ps=5!=5.4.3.2.1
Le permutazioni sono le disposizioni che posso fare considerando di prendere tutti gli oggetti
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Facciamo ora un riepilogo cercandta formula:

D5;1: 5

D5;2: 5.4
D5;3: 5.4.3
D5;4: 5.4.3.2
Dss=5-4.3-2:1

Il primo numero della D corrisponde al primo numero del prodotto dopo l'uguale:
dobbiamo trovare la corrispondenza fra il secondo numero prima dell'ugale ed un
numero dopol'uguale.

Osserviamo che

5-1+1=5
5-2+1=4
5-3+1=3
5-4+1=2
5-5+1=1

Quindi per ottenere l'ultimo numero del prodotto dopo l'uguale basta fare la differenza dei
due numeri prima dell'uguale ed aumentarla di 1
Questo ci porta allaformula:

Dk =n-(n-1)-....... -(Ak+1)
Cioe
Il numero delle disposizioni semplici di n oggetti presi k a k e' uguale al prodotto di tutti i
numeri naturali compresi fra n ed (nk+1)

Chiamiamo “ferna ordinata” un insieme di 3 numeri in cui conta'ordine, cioe' 60,30,90 e' una terna diverso
da 90,60,30

Per esercizio troviamo tutte le terne ordinate che possono uscire in un'tazione su una ruota del lotto;
sono le terne che possiamo formare con 90 oggetti, cioe' le diposizioni semplici di 99getti presi tre a tre
Dgo:3 = 90-89-....... -(963+1) = 90-89-88 = 704880

Prova ora a calcolare il numero delle cinquine ordinate che possono uscire in una estrazione del lotto

b)  Disposizioni con ripetizione

Le disposizioni con ripetizione sun oggetti sono i numeri delle coppie ordinateD -2, terne

ordinate D'n:3, quaterne ordinate D'n:4,..., kuple ordinate Dn:k che posso formare con n
oggetti, considerando che tali oggeti{possono anche essere ripetuti.

Equivale al problema di estrarre un numero da un sacchetto e, prima di procedere alla seconda estrazioimagttere il
numero nel sacchetto in modo da poterlo riestrarre

Ad esempiq le disposizioni con ripetizione di classe 2 su 3 oggetti, cioe' le coppie che posso
formare con i 3 oggetti
123

Saranna

111213

212223

313233
Nel nostro casoquindi:
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D'3;2 =9

Vediamo di trovare la formula per le disposizioni con ripetizione di classe 3 (terne ordinate) su 5 oggeli's:s
Per il primo posto nella terna ho 5 possibilita': uno qualunque dei 5 numeri puo' essere al primo posto
anche per ilsecondo posb nella terna ho 5 possibilita’;uno qualunque dei 5 numeri puo' essere al secondo
posto ed anche per il terzo posto nella tera ho 5 possibilita’;uno qualunque dei 5 numeri puo' essere al terzo
posto. Quindi raccogliendo:

D'53=5-5-5=53= 125

In generale le disposizioni con ripetizione di n oggetti di classe k saranno
Dln'k = Nk

Come esercizig calcoliamo il numero di colonne che dovrei giocare per essere sicuro di
vincere nella schedina del totocalcio

Nota che nelle disposizioni con ripetizione le ¥uple possono essere anche di dimensione maggiore di n, cioe’
con 3 oggetti posso fare anche cinquine, sestine,....; basta poter riestrarre l'oggetto

Sono disposizioni con ripetizione di 3 oggetti (1,x,2ppresi 13 a 13

D's13= 0 =1594323
Quindi, se vuoi giocare tutte le colonne possibildevi giocare 1594323 colonne

3. Combinazioni

Le combinazioni sun oggetti sono tutte le coppie, terne, quaterne,..-Uple non ordinate che
puoi formare con quegli oggetti.

Non ordinate vuole dire che ad esempio la coppia (1,2) e la coppia (2,1) sono la stessa
coppia

In pratica puoi dire che usi lecombinazioni quandonon conta l'ordine in cui consideri gli
oggetti. Distinguiamo fra:

q Combinazioni semplici

1 Combinazioni con ripetizione

a) Combinazioni semplici

Partiamo da un esempio pratico: troviamo tutte le ternenon ordinate che posso formare
con i 4 oggetti (disposizionisemplici di 4 oggetti presi 3 a 3)

a b C d
Prima troviamo le disposizioni semplici (cioe' le terne ordinate) poi togliamo I'ordine

abc abd acd b«
acb adb adddc
bac bad cadcbo
cab dab daabc
bca bda cdacdk
cba dba dcadctk

Comefare le tabelle rapidamente( Scheda nB2)


file:///C:/Users/Admin/Desktop/APPUNTI%20UNIVERSITA/Nuova%20Matematica/rip/mate/l/lb/lbc.html
file:///C:/Users/Admin/Desktop/APPUNTI%20UNIVERSITA/Nuova%20Matematica/rip/mate/l/lb/lbca.html
file:///C:/Users/Admin/Desktop/APPUNTI%20UNIVERSITA/Nuova%20Matematica/rip/mate/l/lb/lbcb.html
file:///C:/Users/Admin/Desktop/APPUNTI%20UNIVERSITA/Nuova%20Matematica/rip/mate/l/lb/lbca.html
file:///C:/Users/Admin/Desktop/APPUNTI%20UNIVERSITA/Nuova%20Matematica/rip/mate/l/lb/lbcaa.html

Prof. Dino Betti Ripasso di mataatica: CALCOLO DHLE PROBABILITAQ PDF elaborato dslincenzo Solimando

Scheda nB2.: Come fare le tabelle rapidamente
Per fare le tabelle in modo veloce ad esempio nella tabella precedente prendo tre gruppi di lettere (su 4), cioe' considero
in ordine alfabetico 3 della 4 letterepossibili:
abc abd acd: bed
Poi, nel primo gruppo, comincio dalla letteraa
e quindi ottengoabced acb
poi metto laaal centro
bac cab
poi metto laain fondo
bca cbha
Anche nel secondo gruppabd comincio dalla letteraa
e quindi ottengoabd ed adb
poi metto laaal centro
bad dab
poi metto laain fondo
bda dba
e cosi' via di seguito per gli altri gruppi

Ogni colonna contiene la stesséerna ordinata in modo diverso; quindi, se considero le
combinazioni, ogni colonna mi corrisponde ad una sola terna, ciae'
Ciz=4

e precisamente le 4 combinazioni sono

abcabdacdbcd
In pratica per trovare le combinazioni (che sono non ordinate) devo prendere le
disposizioni (che sono ordinate) e dividerleper le permutazioni (che danno l'ordine), cioe!
$p T8 T 0 p
0 oA

#n

Generalizziamo e ricaviamo la formula generale: o
$n I I p &I E p

#n

c EA

Come formula e’ un po' scomoda, cerchiamo di scriverla in modo diverso (legge dei tedtoriali) :
I I p 81 E p

Moltiplico sopra e sotto per (nk)! :
[

ma il prodotto:
n-(n-1)- ... -(Ak+1) -(n -k)!
corrisponde ad n! cioe' il prodotto din per tutti i suoi antecedenti, infatti (n-k)! e" il prodotto di tutti
gli antecedenti di (n-k+1) ; quindi ottengo: .
I A
EAT EA
Inoltre siccome dovremo usare spesso questa <=Tspressione, la indicheremo in breve con il simbolo

e
Termine che sara' chiamatacoefficiente binomiale

Quindi fai attenzione perche' potrai trovare tre notazioni diverse:
; I T p 881 E »p T A |
l EA EAT EA E
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Nel gioco del lotto un terno si dice semplice se non conta I'ordine di uscita; troviamo quanti sono i possibili
terni semplici che possiamo ottenere estraendo 3 numeri

Sono le combinazioni di 90 oggetti presi 3 a 3 (di classe:3)
4 WA WA oYy oY Y
T GAwn oA AU o ¢ p
Nota che ho usato la seconda formula e che ho semplificato 90! con 87! perche'
90! = 90-89-88-87-86-85-84-83-82........ 4.3-2-1
87! =87-86-85-84-83-82......4:3-2:1
Quindi posso semplificare da 87 in giu'’

ppxTym

b)  Combinazionicon ripetizione

Le combinazioni con ripetizioneC'n: di n oggetti sono le coppie, terne, quaterne,....-ukle
non ordinate che posso formare considerando che ogni oggetto puo' essere considerato
piu’ volte.
Come esempigvediamo quali sono le combinazioni con ripetizione di classe 3 (terne) sui 4
oggetti:

abcd

Devo fare tutte le terne non ordinate possibili anche ripetendo gli oggetti; sono:
Nella prima riga ho messo le combinazioni semplici

Nella prima colonna hoaggiunto quelle con due a e con tre a

Nella seconda colonna ho aggiunto quelle con due b e contre b

Nella terza colonna ho aggiunto quelle con due c e contre c

Nella quarta colonna ho aggiunto quelle con due d e con tre d

abc abd acdcd
aaa bba ccada
aab bbbccb dd
aac bbc ccc dd
aadbbc ccd dd
indi:
Qu Cs3=20

Visto che le combinazioni con ripetizione vengono usate raramente per ora mi limito a
fornire la formula, rimandando la dimograzione ad una seconda stesura:
I T p &1 E p

#n A
4. Coefficienti binomiali
Vediamo ora, datala loro importanza, di studiare meglio i coefficienti binomiali, il loro

collegamento allo sviluppo del quadrato di un binomio ed anche alcune formule notevoli
Relazioni fra coefficienti binomiali e potenza di un binomio

Il triangolo di Tartaglia

Formula di Newton

Legge delle classtcomplementari

Relazione di Stiefel

Relazione di ricorrenza

=A =4 =4 4 A -4
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a) Relazioni fra coefficienti binomiali e potenza di un binomio

Cerchiamo di capire ilsignificato dei coefficienti binomiali; ad esempio iniziamo a vedere quelli per
le combinazioni di due oggett

G q ~ e o v oy 2
q p AEAATARAT T E
P q :
Calcoliama
q q
D C
Ricordando la relazione
| 1A
E EAT EA
¢ _A &
P PAC PA PP
g A <P,
C CGAC CA g pm
Ricordati cheQ! = 1
Vediamo anche quelli per le combinazioni per 3 oggetti
o) (0) (0] ~ e s o N 2
o o p  AKAAITAQRIIE
P q o :
Calcoliama
6 o0 O
D C ©
Ricordando la relazione
| IA
E EAT EA
o oA ocp
P PAC PA pcop
o oA ocp
¢ GAo GA cpp
o oA ocCp

o O0Aoc OA o¢p T

Ricordati cheO! = 1
Se osservi questi numeri hanno qualcosa di familiare, e precisamente, a meno del primo termine,
sono i coefficienti dello sviluppodel quadrato di un binomio e del cubo di un binomio

Proviamo allora ad aggiungere al primo posto le combinazioni di di 2 e 3 aggj di classe zero

S S S

x P S0P
(o] (o] o o
npp Oc 99 P

Adesso vedi che le combinazioni corrispondono ai coefficienti dello svipo della potenza di un
binomio.

Ad esempio per le combinazioni su 4 oggetti avremo
T T T T T

TtppTc(poTtp

Infatti la potenza quarta del binomio €

(atb) 4=a*+ 4asb + 6a2b? + 4ab3 + b4
Dai un'occhiata (Scheda n. B)3 all'applicazione delle combinazioni semplici per de&erminare
I'insieme delle parti e guardaquestotriangolo di Tartaglia.

Da qui il nome di coefficiente binomiale per la scritture
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Esempia
Calcolare(a+b) 5

A A Yl Chah CAA VAV AM A
i A C ¥ o ai T fe v
—as+5asb+10a b2+ 10azbhs+5a b+ bs

F)

Scheda n. B&pprofondimento sul numero degli elementi della potenza di un insieme (e sua relazione con il
triangolo di Tartaglia)
Non solo gli elementi della potenza di un insieme sono pariz» ma corrispondono anche alla riga del
triangolo di Tartaglia corrispondente al numero deglielementi.
Infatti, consideriamo ad esempio la rigael triangolo di Tartaglia della potenza 4, essa vale:
14641
Allora l'insieme potenza di un insieme con 4 elementi @omposto dai seguenti elementi:
- linsieme con 0 elementi (insieme vuoto
- 4insiemi con 1 elemento
- 6insiemi con 2 elementi
- 4insiemi con 3 elementi
- linsieme con 4elementi (I'insieme improprio)
e la somma di tutti quanti vale
1+4+6+4+1=16=24
Come corollario ne derivachela somma degli elementi di ogni rigadel triangolo di Tartaglia €' una potenza
del 2

Vediamone I'esempio su un insieme di 4 oggetti

A={1,23, 4}

Allora:

P(A)={o, {1} {2}, {3} {4}

{1,2} {13 {14} {2 3}4L{2 4} {3, 4}
{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},{1, 2,3,4}}

Cerchiamo di capire il perche': siccome negli insiemi non conta I' ordine, cioe' {a,b}={b,a} allora per trovare il
numero di insiemi che posso formare con un insieme ad esempio di 4 elentemevo considerare le
combinazioni semplici di quattro elementi e precisamente

Combinazioni di classe 0 :T p 2

Combinazioni di classe 1 ; 0 {1}y{2} {3} {4}
Combinazioni di classe 2 2 P {1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3, 4}
Combinazioni di classe 3 ; P {1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2, 3, 4}
Combinazioni di classe 4 I P {1,2, 3,4}

Ma abbiamo visto nel calcolo combinatorio che le combinazioni su n oggetti non sono altro che i coefficienti
dello sviluppo del binomio, cioe' i termini della riga corrispondentedel triangolo di Tartaglia, quindi abbiamo
una stretta corrispondenza fra righe del triangolo di Tartaglia ed elementi dell' insieme potenza di un
insieme.
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b) Il triangolo di Tartaglia

Ora possiamo scrivere il triangolo di Tartaglia

~oEE Triangolo di Tartaglia Sl LSl

binomio e potenzadel 2
(a+h)© 1 il =20
(a+b)? 11 2 =21
(a+b) 2 121 4=22
(a+b) 3 1331 8=23
(a+b) 4 14641 16 = 24
(a+b) 5 15101051 32=25
(a+b) 6 1615201561 64 = 26
(a+b) 7 172135352171 128 = 27
(a+b) 8 1828567056288 1 256 = 28
(a+b) 193684126126843691 512 =29
(a+b) 10 |1 10 45 120 210 252 210 1204510 | 1024 = 210
................... eccetera.......
Utilizzando i coefficienti binomiali:
(3)
ol

2 2 2
FUlERE
1
4 4 4 4 4
EUMEEPIEEDIERIEL D
EEPIEREERIE R

405 oy 5 O o O B | B
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c) Formula di Newton

Se ora volessimo calcolare

(atb) 8=

potremmo sempre calcolarlo in ordine facendo tutte le potenze precedenti, ma pensa che noia se dovessi
calcolare ad esempio

(a+b) 20 =

ci vorrebbero ore!

Un grande MatematicoNewton, ha trovato il modo per calcolare la potenza senza calcolare tutte le potenze
precedenti: il metodo €' un po' laborioso ma, visto il tempo che ci fa risparmiare, ne vale certo la pena.
Vediamolo assieme, passaggio per passaggio, sei pronto?

Proviamo acalcolare

(a+b) 8 =

Prima di tutto osserviamo che il primo termine del risultato sara’

1a8

per il secondo terming consideriamo il primo termine e facciamo il prodotto fra il coefficiente del primo
termine:

1

e I'esponente della potenza danel primo termine:

8

e dividiamo il risultato per il posto che occupa il termine considerato

Essendo il primo termine devo dividere perl il risultato e':
(1-8)/1=8

Allora il secondo termine sara’

8arb

Proseguendo faccio sempre lo stesso.

Per il terzo termine, consideriamo il secondo termine e facciamo il prodotto fra il coefficiente del secondo
termine:

8

e I'esponente della potenza danel secondo termine

-

e dividiamo il risultato per il posto che occupa il termine considerato

Essendo il seconddermine, devo dividere per2 ; il risultato e':

(8-7)/2=28

Allora il terzo termine sara'

28abh2

Per il quarto termine, consideriamo il terzo termine e facciamo il prodotto fra il coefficiente del terzo terminge

28

e I'esponente della potenza danel terzo termine:

6

e dividiamo il risultato per il posto che occupa il termine considerato
Essendo il terzo terming devo dividere per.

3

[l risultato e':

(28-6)/3=56

Allora il quarto termine sara”:

56a°b3

Per il quinto termine, consideriamo il quarto termine e facciamo il prodotto fra il coefficiente del quarto
termine:
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56

e I'esponente della potenza danel quarto termine:

5

e dividiamo il risultato per il posto che occupa il termine considerato
essendo il quarto termine devo dividere per

4

Il risultato e':

(56-5)/4=70

Allora il quinto termine sara':

70a%b4

Per il sesto termine, consideriamo il quinto termine e facciamo il prodotto fra il coefficiente del quinto
termine:

70

e I'esponente della potenza danel quinto termine:

4

e dividiamo il risultato per il posto che occupa il termine considerato
Essendo il quinto termine devo dividere per

5

[l risultato e':

(70-4)/5=56

Allora il sesto termine sara!

56a3hs

Per il settimo termine, consideriamo il sesto termine e facciamo il prodotto frail coefficiente del sesto
termine:

56

e I'esponente della potenza danel sesto termine

3

e dividiamo il risultato per il posto che occupa il termine considerato
Essendo il sesto termine devo dividere per

6

Il risultato e":

(56-3)/6=28

Allora il settimo termine sara®

28a2hs

Per I'ottavo termine, consideriamo il settimo termine e facciamo il prodotto fra il coefficiente del settimo
termine:

28
e I'esponente della potenza danel settimo termine:
2

e dividiamo il risultato per il posto che occupa itermine considerato.
Essendo il settimo termine devo dividere per

7
Il risultato e':

(28-2)/7=8

Allora l'ottavo termine sara':

8alb’

Per il nono termine, consideriamo I'ottavo termine e facciamo il prodotto fra il coefficiente del settimo
termine:

8

e I'esponente della potenza da nell'ottavo termine:
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1

e dividiamo il risultato per il posto che occupa il termine considerato
Essendo I'ottavo termine devo dividere per

8

Il risultato e':
(8:1)/8=1
Allora il nono termine sara”.
1a%hs=b8

€ Non posso piu’ proseguire.

Difficile? forse no, ma complicato si' ed anche molto, consoliamoci pensando che per calcolare
(a+b) & = a8+8a’b+ 28ash2+ 56a5h3+ 70a4b*+ 56a3b5+ 28a2hs+ 8ab7+ bs
avrei dovuto fare:

(atb) =

(atb) o=

(atb) >=

ecceteraeccetera

Avevamo gia'usato laregola di Newtonma solo come metodo pratico, ora ne vediamo la giustificazione
teorica

Vediamo la formula di Newton per lo sviluppo della potenza qualunque del binomio:
ricordati che per gli esponenti abbiamo che mentre I' esponente del secondo termine
aumenta quello del primo diminuisce

(ath)n=
= () a+ (1) avtb+ (D) a2bz. .+ () avkbk. .+ (") abi+ (D) bn
0 1 2 k n-1 n

Possiamo anche scriverlo in forma piu’ compatta

A A kA e
E mipl#

Cioe' lo sviluppo della potenza resima di un binomio e' uguale alla somma dei termini che
si ottengonosostituendo neII'espression?

. A A
E

al posto di k successivamente i valori 0,1,2,....n

Come applicazione vediamo di sviluppare
(a+b) 0= Soluzione
Consideriamo la formula di Newton sostituendo ad n il valore 1.0

A A A Tp meA”

E mip@ip m

Per calcolare i varitermini devo sostituire a k i valori 0,1,2,3,...9,10 e, sommando i risultati ottengo lo sviluppo del
binomio:
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1. Sostituisco Q
H "H H # Al MIART AENEAEAT OA
Calcoliama
pT

T
Applico la relazione
| A

E EBEAT EA

p T p A p A

m TApT MA pph P
Ricordati cheO! = 1

2. Sostituisco 1
H "H 'FH # Al AIART AENEAEAT OA
Calcoliama
p T

0
Applico la relazione
| A

E EAT EA

p T p A p TTGA
p phpmpA pah PT
Ricordati chel! =1

3. Sostituisco 2
H "H FH # Al BMIART AENEAEAT OA
Calcoliama
p T

C
Applico la relazione
| A

E EAT EA

p pA p MW YA b
¢ CcApmcA ¢ p UA
4. Sostituisco 3
H "H "H # Al AMIART AENngAEAT OA

Calcoliama

p T

(o)
Applico la relazione

| 1A

E EAl EA

p p A PTTw Y XA pmmw Y
o OApm oA oc¢cpxA o¢ s

5. Sostituisco 4
H “H "H # Al AMIART AEngAEAT OA

Calcoliama

p

T
Applico la relazione

| 1A

E EAT EA

p pA PTTW Y X QA pTw Y X

T TApTTA T O0CpP QA 1T 0¢

p 1o X

Cpm
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6. Sostituisco 5
H H "H # A1 RMIART AENEAEAT OA
Calcoliama
p T

v
Applico la relazione
| 1A
E  EAT EA
[ pA PTTW Y X @ VA pTiw Y X @
) VApmTUA v T 0ocC p VA VT OC

0GCX® QUG
7. Sostituisco 6
HOH "H

8. Sostituisco 7
H H H
9. Sostituisco 8
H "H ‘H
10. Sostituisco Q
H H H
11. Sostituisco 1Q
H "H  H
Dopo il sesto termine non calcolo piu' il coefficiente binomiale perche' si ripete (il triangolo di Tartaglia €' simmetrico)

Ottengo quindi lo sviluppo:
(atb)10= a0+ 10 a%b + 45 a8 b2 + 120 a’ b3 + 210 aS b4 + 252 a5 b5+ 210 a* bé + 120 a3 b7 + 45 a2 b8 + 10 a b? + b10

d) Legge delle classi complementari

Vediamo ora alcune proprieta’ dei coefficienti binomiali; talvolta queste proprieta’ vengono date come
domanda all'esame di matrita' per il liceo scientifico, forse per vedere se lo studente e' capace di calcoli

Se frequenti il quinto liceo scientifico t consiglio di studiare molto bene questa pagina e le due successive
Naturalmente nel compito invece din puoi trovare n-1, n+1, n-2, n+2,...ed invece dik puoi trovare k-1, k+1,
k-2, k+2,..

Questa si chiamaegge delle classi complementamperche' il numero sotto €' la classe della combinazione (si
dice combinazione din elementi di classek) ed e' complementare perchek ed n-k sono complementari
rispetto ad n (cioe' la loro somma valen).

E' questa legge che ci garantisce cheiilangolo di Tartaglia e' simmetrico.

Dobiamo dimostrare che e' valida I'ugtiaglianzaT

E T E

Sviluppo il secondo termine e faccio vedere che e’ uguale al primo
I I A I A

T E 1T EAT 1T EA 1T EAA
Ma l'ultimo termine €' lo sviluppo di:

Come volevamo
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e) Relazione di Stiefel

Dobbiamo dimostrare che e' valida l'uguaglianza

~

I I p I p
E E E p
Sviluppo il secondo termine e faccio vedere che aguale al prima
I p I p I pA I pA
E E p EAl p EA E pAl p E pA
Ora raccolgo a fattor comune (fi)!
~ . P P
I pA

EAT E pA E pAl EA
Devo fare il minimo comune multiplo: ricordando chen!=n(n -1)! e (n-k)!=(n -k)(n-k-1)! mi
conviene scrivere cosi(in questo modo ho gli stessi termini al denominatore)
i ; P P
PA == s . —= e .
EE pAl E pA E pAl EI E pA
Faccio il minimo comune multiplok(k-1)!(n-k)(n -k-1)! :
R : I E
| PAEE SAT ET E pA
Sopra sommo e sotto ricordo ch&(k-1)!'=k! e che(n-k)(n-k-1)'=(n -k)!
Quindi ottengo: L ' o A
R : I 1T pA I A I
I PA-—F—F ———m— = .
EA EA EAI EA FEAI EA E
Come volevamo

e) Relazione diricorrenza

Dobbiamo dimostrare che e’ valida l'uguaglianza =~
I I I E
Ep EE p
Sviluppo il secondo termine e faccio vedere che e' uguale al primo
(I . = IA I E
E E p EAT EAE p
Per semplificare sopra e sotto ricordo chgn-k)! = (n-kK)(n-k-1)!. Inoltre ricordo che:
(k+1)k! = (k)
IA |l E
E pEAT ET E pA
Semplificor
I A
E pEAT E pA
Posso anche scrivere R
I A I
E pAl E pA E p
Come volevamo
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C. Probabilita’ di un evento

Ora possiamo iniziare la teoria della probabilita’: grosso modo possiamo distinguere tre
teorie diverse: la probabhlita’ classica, la teoria frequentista (o probabilita’ statisti@) e la
probabilita’ soggettiva.

Vedremo di superare i loro limiti considerando poi la definizione assiomatica di
probabilita’ che comprende le altre ddinizioni come casi particolari.

Perseguire lI'argomento e' necessario conoscettgene lateoria degli insiemi

Nel biennio ed in parecchie scuole anche déliennio e' sufficiente limitare il calcolo delle probabilita’ alla probabilita’
classica con qualche semplice cenno alla frequentista ed alla soggettiva;in tal caso puoi saltare la probabilita’ assiomatica
in altre invece nel triennio e’ richiesta la prolabilita’ assiomatica considerando le altre probabilita’ come casi particolari;

in questo caso devi fare tutto il capitolo sulle 4 probabilita’

Premettiamo anche alcune nozioni comuni a tutti i tipi di probabilita’

Introduzione; concetto di evento
Spazio delleprobabilita’ ed eventi
Operazioni sugli eventi

Probabilita’ classica

Probabilita’ statistica (o frequentista)
Probabilita’ soggettiva

Definizione assiomatica di probabilita’
Teoremi

=A =4 =4 4 -4 -4 -4 A

1. Introduzione: concetto di evento

Introduciamo il concetto di evento:

Chiameremoeventoil verificarsi di un certo insieme di condizioni derivate da un
esperimento:
Esperimento:lancio una volta un dado Evento. ottengo il numero 6

Parleremo di evento certose I'evento si verifica sempre
Esperimenta sopra il mio tavolo lascio libera una matita in aria Evento:essa cade su
tavolo

Parleremo di evento impossibilese I'evento non si verifica mai
Esperimento:sopra il mio tavolo lascio libera una matita in aria Evento essa sale fino al
soffitto

Parleremo di evento aleatoriose I'evento puo' verificarsi oppure no
Esperimento:lancio una volta un dado Evento.esce il numero 1

Diviene quindi naturale assegnare all’evento aleatorio un numero che esprima la quantita
di possibilita' del verificarsi dell'evento stesso:

p = P(E)
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p €' la probabilita’ che si verifichi I'evento E
Esempio: se E €' I'evento uscita del numero 1 nel lancio di un dadegendo il dado 6 facce sara’
p = P(E) = 1/6.

2. Spazio delle probabilita' ed eventi

Chiameremoprova una singola esecuzione di un datesperimento.
Da una prova si ottiene urrisultato elementare.

Chiameremouniverso o spazio delle préabilita’ S I'insieme di tutti i possibili risultati
elementari di un esperimenta

Ad esempio l'universo per il lancio di un dado, chiamando le singole facce con il loro punteggio e'
S={1,2,3,4,5,6}

Si diceevento Fun qualsiasi sottoinsieme dello spazio delle probabilitaS

EI' S

Cioe' un evento eun qualunque sottoinsieme dello spaziodelle probabilita’.

Esempio:

Esperimento.lanciare una volta un dado Evento.ottenere un numero pari

L'evento e' il sottoinsieme E={2,4,6}

Dalle definizioni deriva che l'insieme di tutti gli eventi corrispondeall'insieme potenzadell'universo

Parleremo di evento certose E coincide conS

Esempio:

Esperimento.lanciare una volta un dado Evento: ottenere un numero minore di 7
E' un evento certo perche' otterro' uno dei numeri 1,2,3,4,5,6 che sono tutti inferiori a 7

Parleremo di evento impossibilese E coincide con I' insieme vuotdd

Esempio:

Esperimento.lanciare una vota un dado Evento:ottenere un numero maggiore di 7

E' un evento impossibile perche' otterro' uno dei numeri 1,2,3,4,5,6 e nessuno €' maggiore di 7

Come vedi esiste una stretta analogia fra gli insiemi e gli eventi: ad esempio lo spazio delle probabilita' puo
essere considerato il corrispondentedell'insieme universg, diviene quindi naturale applicare agli eventi le
operazioni e la terminologia propria ddla teoria degli insiemi.

3. Operazioni sugli eventi

Consideriamo due eventE; ed E2 appartenenti ad una medesima prova.

Chiamiamoevento sommadi E; ed Ez I'evento:

Es=E1" E2 odanche Es=E;1+ E>
che risulta dal verificarsidi almenounodei due eventiEr ed E2
Almeno unosignifica:

1 o s/ verifica il primo evento
1 o siverifica il secondo evento

9 o siverificano entrambi gli eventi
Infatti si tratta dell'operazione di unione fra insiemi.

Useremo preferibilmente I'unione se parleremo di eventi come insiemi, mentre useremo la somma se
parleremo di eventi per trovarne laprobabilita’ .
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Chiamiamoevento prodottodi E1 ed E I'evento:
Es=E1Z B odanche Es=E1- B
che risulta dal verificarsi contemporaneo di entrambi gli eventE; ed E2

Useremo preferibilmente l'intersezione se parleremo di eventi come insiemi, mentre useremo il prodotto se
parleremo di eventi per trovarne la probabilita’.

Due eventi si diconocomplementari(od opposti) se o si verifica I'uno oppure si verifica
l'altro .
Come per il complementare negli insiemi vale:
E° %S WE=0
Ricordo cheSe' I' universo.

Due eventi si diconomutualmente incompatibili se sono disgiunti, cioe' se vale:
EiZE=0

Esampio:

Esperimento: lancio di un dado E; uscita del numero 1 E;uscita di un numero pari

La probabilita’ che esca un numero pari uguale ad 1 e' nulla

Si definiscesisterma completo di eventi due a due incompatibiin insieme di eventi tali che
sia:

EZE=0
cioe' dueeventi qualunque sono incompatibili tra loroed inoltre valga
El( Ez( Es ...... y En=S

Corrisponde in teoria degli insiemi alla partizione di un insieme ed al ricoprimento finito

4. Probabilita' classica

Anche qui, come negli altri tipi di probabilita’, introdurremo solo i concetti essenziali tipici
della teoria rimandando ad una trattazione generale nella probabilita’ assiomatica.

a) Definizione classica di probabilita’

La probabilita’ classica viene determinata "a priori" cioeprima che I'evento si verifichi;per
poterlo fare dovremo supporre che i possibili risultatielementari siano equiprobabili.
Esempio: lanciando un dado, se il dado non e' truccato, possiamo peresahe la possibilita’
che esca una dedl sei facce e' sempre la stessa.

Altro esempio: estraendo a caso una carta da un mazzo di 40 possiamo pensare che la
possibilita’ che esca e' sempre la stessa per ognuna delle 40 carte considerate

Questo ci porta a eéfinire la probabilita’ classica in un gruppo completo di eventi due a due
incompatibili.

Definiamo probabilita’ di un eventoil rapporto fra il numero dei casi favorevoli ed il
numero dei casi possibili supposti tutti ugualmente possibili

Indichiamo la probabilita’ p di un eventoEcon i sinlnboli:
b 0% T
essendom il numero dei casi favorevoli edh il numero dei casi possibili
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Ad esempia troviamo la probabilita’ che lanciando un dado esca un numero pari
| numeri pari sono 2, 4, &ioe' m=3
i casi possibili sono 1,2,3,4,5,6, cioe' n=6

i
B 0%

Sl Qqa
alhe)

Valgono le proprieta’

il

b)

La probabilita’ di un evento e' sempre compresa fra 0 ed:1
O¢P(E)C1

1 e' la probabilita’ dell'evento certo P(S)=1

0 e' la probabilita’ dell'evento impossibile P(@) =0

SeE; ed E> sono eventi incompatibili si ha
P(E‘ E)=P(Ey)+P(E2)

SeE ed Asono eventi complementari si ha

P(E)=1-P(A

Semplici esempi di calcolo di probabilita’

Vediamo ora alcuni semplici problemi di calcolo della probabilita’ utilizzando la probabilitatlassica

f

Problema 1
Calcolare la probabilita’, lanciando un dado, di ottenere un numero superiore a 4

Nel lancio di un dado posso ottenere un numero superiore a 4 se esce 5 oppure 6, quindi ho due casi
favorevoli

| casi possibili sono 6 (le sei faccdel dado), quindi:

2 L mboommonivéobe

Ho usato il simbolo ~per indicare I'approssimazione Nella percentuale ho approssimto alla

seconda cifra decimalePer fare la percentuale basta spostare la virgola verso destra di 2 posti e
dividere per 100:

0,3333 = 33,33/100 = 33,33%

Problema 2
Calcolare la probabilita’, lanciando una moneta di ottenere testa

Nel lancio di una moneta posso ottenere o testa o croce (suppongo che la moneta non possa restare
appoggiata su un bordo)

| casifavorevoli sono 1.

| casi possibili sono 2 (le due facce della moneta), quindi:

Dgnﬁu R

Problema 3
Un sacchetto contiene 20 pallinel0 bianche , 6 rosse e 4 verdi.
Calcolare la probabilita’ che, estraendo a caso una pallina, essa sia verde

Le palline verdi sono 4 quindi ho 4 casi favorevoli
| casi possibili sono 20 (numero totale di palline), quindi:
T P .
— - i
cmou g, ¢
Problema 4
Calcolare la probabilita’, estraendo una carta da un mazzo di 40, di trovare un asso

In un mazzo di 40 cartevi sono 4 assi quindi ho quattro casi favorevali
| casi possibili sono 40, quindi:
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T p
T P

b P p

c) Esempi di calcolo dprobabilita’ utilizzando il calcolo combinatorio

Utilizzando il calcolo combinatorio €' possibile risolvere problemi piu' complicati

Problema 1
Calcolare la probabilita’ lanciando 3 dadl di ottenere sulle facce superiori tre numeri 6
Il casofavorevole e' uno solo: quando ottengo 6 su tutti e tre i dadi
| casi possibili sono le disposizioni con ripetizione di 6 oggetti presi 3 a 3 cid@'s,s:
p P -

P — — m8int @ ¢¥
$® cpo @ o op
cioe"
P P

¢ Cp
Per fare la pe

o TBINTT QC WP O
rcentuale sposto lairgola di due posti e divido per 100
T ¢ we o
TBITTT Q¢ u)—ep—gn—n
Ora approssimo alla seconda cifra decimale, e poiche' la terza cifra (2) e' inferiore atBonco I'approssimazione alla
seconda cifra ed ottengo
Tt @ ¢ wD(pTrht (N

pTT pnrtﬂhtP

Problema 2
Unsacchetto contiene 50 palline, 20 bianche e 30 rosse ;
Calcolare la probabilita’ che, estraendo contemporaneamente due palline, essa siano entrambe rosse
Siccome le palline vengono estratte contemporaneamente non conta l'ordine e quindi useremo le
combinazoni.
| casi possibili sono tutte le coppie che si possono formare con le 50 pallir@p,2
I casi favorevolili sono tutte le coppie non ordinate che posso formare con le palline ro&kg2:
) ##ﬁ—'j qu—TXU mouvuvpmcEBTEmP %A KA A JET
h
Essendo 62 al denominatore moltiplico Go,2 per l'inverso di Gso,2
# K oA CGAuTm ¢A
# v CcAomcA v A
Ottengo quindi:
oA CGAT B
cAcd v A
Ora semplifico quello che e' possibile ricordando la definizione di fattoriale
OTC W

Continuo a semplificare numeratore e denominatore

ge® M MOLVLPTCTT P

VTw CCTU P _ P _ o

Per fare la percentuale sposto la virgola di due posti e divido per 100
ol pmgmEBp W

e —

clpmgmt -
Ora approssimo alla seconda cifra decimale, e poiche' |a terzéra (0) e’

inferiore a 5 tronco l'approssimazione alla seconda cifra ed ottengo
o pTC T&Blg @t p

p TTTT T pTT

o p

Problema 3

Un sacchetto contiene 20 palline, 6 bianche , 12 rosse e 2 verdi;

Calcolare la probabilita’ che, estraendo a casmntemporaneamente tre palline, esse siano tutte e tre rosse
In pratica devo considerare le possibili terne che posso formare senza considerarne I'ordine, cioe'
combinazioni semplici

| casi possibili sono le combinazioni di 20 oggetti presi 3 a 3

i casi favorevoli sono le combinazioni di 12 oggetti presi 3 a 3
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# 5 PP . - ~ o o s
b . U—anmoocww&ﬂp(ww AEAATARAT I E
Essendo @3 al denominatore moltiplico Gi23 per l'inverso di Gos3:
# p A OApGC CA
D # n OApc oA CRA
Ottengo quindi: ) i o
D#ﬁ p & CApPGC 0A p @ dAp R
# r OApPGg OA C A cAw C A
Ora semplifico quello che e’ possibile ricordando la definizione di fattoriale
p *h P& OApC A pACGAPR pPCPPPT

# n OApc oA ¢ A cAw C A ¢ Tip wp Y
Continuo a semplificare numeratoree denominatore

pcpppm pp pp -

emowol oms Ly oL LS eusRUY
Per fare la percentuale sposto la virgola di due posti e divido per 100

- Pl wygdaE ¢
T w¢ W g’ o
Ora approssimo alla seconda cifra decimale, e poiche' la terza cifra (8) e’
superiore a 5 aumento la seconda cifra di un‘unita’ ed ottengo
() & p o .
plgwyg oL 0 & B
D TUTT
Ho usato il simbolo ~ per indicare I'approssimazione

1 Problema 4
Calcolare la probabilita’ di ottenere un ambo al lotto giocando due numeri su una sola ruota
Siccome in una ruota ci sono 5 numeri i casi favorevoli sono quelli in cui ho i due numeri giocati fissi e gli altri
3 numeri variabili, cioe' tutte le terne che posso formare con gli 88 numeri restan@gs s
| casi possibili sono tutte le cinquine che pa® formare con i 90 numeriCoo,s, quindi:

# . . N o v o s 2
p — " S TIM T ¢ T w @A xiro AAEAAI QI T E
#n QTP
Essendo Gos al denominatore moltiplico G,z per l'inverso di Guos
b # 5 v A VAT LA
# 5 OcAyYyY oA WA
Ottengo quindi :
YB LA A
cALA wh
Ora semplifico quello che e' possibile ricordando la definizione di fattoriale
LT
WU w

Continuo a semplificare numeratore e denominatore
q S .
— — TJmMn¢T W ()
Wwuww WTTo ¢ Eﬁﬁp X _ o
Per fare la percentuale sposto la virgola di due posti e divido per 100

= T W w
TIM TG T w &R 0 5 T[((;THBX
Ora approssimo alla seconda cifra decimale, e poiche' la terza cifra (9) e’
superiore a 5 aumento la seconda cifra di un'unita’ ed ottengo
TG T W@ &B)E @y v .
—Donn Ponn VR
Al solito ho usato il simbolo ~ per indicarel'approssimazione.
Hai due probabilita’ a favore su 801 probabilita’ possibili: cioe' in media vinci una volta ogni quasi 400
puntate; considerando che la vincita ti viene pagata 250 volte la posta pensa se ti conviene giocare; ma
riprenderemo I'argomento nella teoria dei giochi

per esercizio prova a trovare le probabilita’ di fare terno, quaterna e cinquina.

d) Probabilita’ contraria

Intro duciamo il concetto diprobabilita’ contraria g di un evento come la probabilita’ che
I'evento non accada.
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Siccome l'evento accade (con probabilitgd) oppure non accade (con probabilitag) e non
ci sono altre alternative avremo cheg+g=1 .

Quindi possiamo definire la probabilita’ contrariaq come:

q=1-p

Il concetto di probabilita’ contraria ci sara' molto utile per risolvere alcuni tipi di problemi, vediamone
gualche esempio

1 Problema 1
Un sacchetto contiene 50 palline, 10 biancheb rosse e 25 verdi ;
Calcolare la probabilita’ che, estraendo una pallina a caso essa sia rossa o verde

Il problema e' del tutto elementare, risolviamolo applicando la probabilita’ contraria
L'uscita di una pallina rossa o verde €' I'evento contraridell'uscita di una pallina bianca
| casi possibili sono 50 come ihumero delle palline.

| casi favorevoli all'uscita di una pallina bianca sono 10

Quindi:

001 AAAPOCEEDIABAT AEAA AA
Quindi la probabilita’ contraria e":

001 AAAPOCEEDADAT DEGOAOAR p P p

Tt

©

clo

e
o ™ TG

=

clo

T
G T[fﬂJT[ qJTp

1 Problema 2
Calcolare la probabilita’ che, estraendo contemporaneamente due carte, da un mazzo di 40, esse non
siano entrambe assi

Siccome le carte vengono estratteontemporaneamente non conta l'ordine e quindi useremo le

combinazioni.

| casi possibili sono tutte le coppie che si possono formare con le 40 car@j,2

Usiamo la probabilita’ contraria: calcoliamo i casi favorevoli di estnaie contemporaneamente due

assi.

| casi favorevoli sono tutte le coppie non ordinate che posso formare i 4 aGgb.

Quindi avremo:

A e o oa sr mamscs o o HOR

007 AAABICDOR®KAOD " P

# 5 pOom

T8 T X ¢ W Gy TR

Quindi la probabilita’ contraria:

001 AAAET EOBORBROOE p D p pimp TBITX @ & TR WC 0T X @
Ecco i calcoli:
Essendo Go2 al denominatore moltiplico G2 per l'inverso di Cio,2:
b # i TA CAT CcA
# 5 CcAT CA T A
Cttengo quindi ;-
TA cGAo W
CACA TR
Ora semplifico quello chee' possibile ricordando la definizione di fattoriale
T 0
TTOW

Continuo a semplificare numeratore e denominatore

p p -
— TIMT w s
DTIDO DOT Xpogmy
Per fare la percentuale sposto la virgola di due posti e divido per 100
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. X @ w¢ @Bt
My @ wey hd v
D T T
Ora approssimo alla seconda cifra decimale, e poiche' la terza cifra (9) e’
superiore a 5 aumento la seconda cifra di un'unita’ ed ottengo
5 pwcaaTPlX X .
I 7T W r];dx D
X @ o8y ’onnmxp
Al solito ho usato il simbolo ~ per indicare I'approssimazione

e) Teoremi sul calcolo delle probabilita’

Vediamo ora un paio di teoremi che ci permetteranno di calcolare in modo semplice le
probabilita’ di eventi composti da piu' eventi elementari

1 Teorema della probabilita’ totale

1 Teorema della probabilita’ composta

(1) Teorema della probabilita’ totale

Consideriamo un evento composto da piu' eventi trboro mutualmente incompatibili (nel
senso che se succedaiho non puo'succedere l'altro); allora possiamo dire che:

La probabilita’ dell'evento totale e' uguale alla somma delle probabth’ degli eventi
parziali, essendo gli eventi parziali fra loro incompatibili

Chiariamo meglio su un esempio:
Trovare la probabilita’ che estraendo una carta da un mazzo di 40 essa sia una figura oppure un asso
La probabilita’ e' composta dai due eventi
9 uscita di una figura
1 uscita di un asso
I due eventi sono incompatibili perche’ se la carta €' una figura allora non puo' essere ursa® vicevesa
posso applicare il teorema:
probabilita’ che estraendo una carta da un mazzo di 40 essa sia una figura oppure un asso =
= probabilita’ che la carta sia una figura + probabilita’ che la carta sia un asso
Le figure sono 12 quindi la probabilia’ di uscita di una figura e' 12 su 40
di assi sono 4 quindi la probabilita’ di uscita di un asso €' 4 su 40
PG T PO

— T TP
TMTTMTTU

Nota bene.
E' possibile applicare il teorema della probabilita’ totale quando puoi esprimere il
problema con laparticella "o" (oppure):

0 succede il primo eventoo succede il secondaoppure accade il terzo.....
Corrisponde all'unione fra insiemi

(2)  Teorema della probabilita’ composta

Consideriamo un evento composto da piu' eventi tali che siano indipendenti, nel senso che
I'accaderedel primo non influenzi I'accadere del secondagllora possiamo dire che:

La probabilita’ dell'evento composto e' uguale al prodotto delle probahila’ degli eventi
componenti.

Se gli eventi non sono indipendenti posso ancora applicare il teorema ma le frabilita’
vanno calcolate caso per caso
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Chiariamo meglio su due esempll primo con eventi indipendenti:
Trovare la probabilita’ che estraendo successivamente due carte da un mazzo di 40 e rimettendo la prima carta
estratta nel mazzo siano la primaina figura e la seconda un asso
La probabilita' €' composta dai due eventi
1 uscita di una figura
1 uscita di un asso
Prima deve uscire una figura e poi deve uscire un asso e devono accadere entrambe gli eventi, ma il primo
evento non influisce sul secondauindi posso applicare il teorema:
probabilita’ che estraendo due carte da un mazzo di 40 la prima sia una figura e la seconda un asso =
= probabilita’ che la prima carta sia una figura - probabilita’ che la seconda carta sia un asso

Le figure sono 12 quindi la probabilita’ di uscita di una figura e' 12 su 40
Qi assi sono 4, quindi la probabilita’ di uscita di un asso e' 4 su 40
pCT a .
— — —— _Timo ob
TMITM PTT

Trovare la probabilita’ che estraendo successivamente due carte da un mazzo di 40, saitpettere la prima
estratta nel mazzo, siano la prima una figura e la seconda un asso
La probabilita' e' composta dai due eventi

1 uscita di una figura

1 uscita di un asso
Prima deve uscire una figura e poi deve uscire un asso e devono accadere entrambewgti, quindi posso
applicare il teorema.
Pero' l'uscita del primo influisce sulla probabilita’ del secondo, nel senso che nel secondo evento ho una carta
di meno per i casi possibili
probabilita’ che estraendo due carte da un mazzo di 40 la prima sia una figura e la seconda un asso =
= probabilita’ che la prima carta sia una figura - probabilita’ che la seconda carta sia un asso
Le figure sono 12 quindi la probabilita’ di ugita di una figura e' 12 su 40
@i assi sono 4 ma le carte rimaste dopo l'uscita della prima carta sono 39, quindi la probabilita’ di uscita di un
asso e'4 su 39

pet & Dnfto ob

TTMoOW QU
La probabilita’ e' leggermente piu' del 3/% (3,0769/%), ma, approssimando, rattiamo il 3/%

Nota bene.E' possibile applicare il teorema della probabilita’ composta quando puoi
esprimere il problema con la particella "e" (ed anche):

succede il primo eventoe succede il secondaoed anche avviene il terzo.....
Corrispondeall'intersezione fra insiemi.

f) Esercizi con utilizzo dei teoremi sul calcolo della probabilita’

Esercizi con uso della probabilita’ totale
Esercizio 1

Trovare la probabilita’ di estrarre il re di cuori oppure I'asso di picche da un mazzo di 52 carte
Svolgimenta
Il problema mi dice che devo estrarre o il re di cuori o I'asso di picche
| due eventisono incompatibili quindi applico il teorema della probabilita’ totale
Probabilita’ = probabilita’ di estrarre il re di cuori + probabilita’ di estrarre I'asso di picche
Calcolo le singole probabilita’
probabilita’ di estrarre il re di cuori = 1/52
probabilita’ di estrarre I'asso di picche = 1/52
00i AAdEDEBA LY = Porinoyw ofpp

- UG ULGC LG GO
La probabilita’ e’ circa del 3,8%
Esercizio 2
Abbiamo un sacchetto con 10 palline bianche, 20 rosse e 30 nere: trovare la probabilita’ di estrarre una pallina
bianca oppure nera
Svolgimenta
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Il problema mi dice che devo estrarre o una pallina bianca oppure una pallina nera

| due eventi sono incompatibili quindi applico il teorema della probabilita’ totale

Probabilita’ = probabilita’ di estrarre una pallina bianca + probabilita’ di estrarre una pallina nera
Calcolo le singole probabilita’

Le palline in totale sono 60

probabilita’ di estrarre una pallina bianca = 10/60 = 1/6

probabilita’ di estrarre una pallina nera = 30/60 = %

\..A,-..,“,pAAE T C . .
OOIAA@EDE—([':;)c — EDnhp(px o ixp
La probabilita’ e' circa del 66,7%

Esercizio 3
Nel gioco della roulette vi sono 36 numeri piu’ lo zero
Trovare la probabilita’ dell'uscita alla roulette di un numero compreso tra 5 e 9 (compresi) oppure multiplo di
10.
Svolgimenta
Il problema mi dice che devo estrarre 0 un numero compreso tra 5 e 9 o un multiplo di 10 e i due eventi sono
disgiunti; quindi applico il teorema della probabilita’ totale.
Probabilita’ = probabilita’ di estrarre un numero compreso tra 5 e 9 + probabilita’ diestrarre un multiplo di 10
Calcolo le singole probabilita’
probabilita’ di estrarre un numero compreso tra 5 e 9 = 5/37
probabilita’ di estrarre un multiplo di 10 = 3/37
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La probabilita’ e' circa del 21,6%

Esercizio 4

Trovare la probabilita’' che su una determinata ruota del lotto esca il numero. 2

Svolgimenta

Il problema mi dice che devo estrarre il numero 2 o come primo numero oppure come secondo, oppure come

terzo, oppure come quarto, oppure come quinto

Gli eventi sono tra loro incompatibili quindi applico il teorema della probabilita’ totale

Probabilita’ = probabilita’ che il numero 2 sia il primo estratto + probabilita’ che sia il secondo estratto +

probabilita’ che sia il terzo estratto + probabilita' che sia il quarto estratto + probabilita’ che sia il quinto

estratto .

Da notare che ogni volta che passo ad un altro estratto i numeri possibili diminuiscono di uno perche' un

numero €' gia' stato estratto

probabilita’ che il numero 2 sia il primo estatto = 1/90

probabilita’ che il numero 2 sia il secondo estratto = 1/89

probabilita’ che il numero 2 sia il terzo estratto = 1/88

probabilita’ che il numero 2 sia il quarto estratto = 1/87

probabilita’ che il numero 2 sia il quinto estratto = 1/86
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Faccio il minimo comune multipla

m.cm.=90- 89 - 88 - 87 - 86 = 5273912160
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Approssimo alla terza cifra decimalesiccome la quarta cifra €' 8 approssimo per eccesso a 0,057
Probabilita’ totale ~ 0,057 ~ 5,7%
La probabilita’ e' circa del 5,7%

Esercizi con uso della probabilita’ composta

Esercizio 1

Trovare la probabilita’, estraendo una carta da un mazzo di 40, e rimettendo la carta nel mazzo prima della
seconda estrazione, di estrarre due volte I'asso di bastoni

Svolgimenta

Il problema mi dice che devo estrarre I'asso di bastoni la prima volta, poi di rimettere la carta nel mazzo ed
estrarre una seconda volta I'asso di bastoni
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Siccome deve accadere sia il primo evento che il secondo applico il teorema della probabilita‘totale
Probabilita’ = (probabilita’ di estrarre I'asso di bastoni) - (probabilita’ di estrarre I'asso di bastoni)
Calcolo le singole probabilita’
probabilita’ di estrarre I'asso di bastoni = 1/40
probabilita’ di estrarre I'asso di bastoni = 1/40
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La probabilita’ e' circa del 0,06%
cioe' puo' accadere sei volte su diecimila prove

Esercizio 2

Abbiamo un'urna con 10 palline bianche, 20 rosse e 30 nere: trovare la probabilita’ di estrarre successivamente
due palline bianchesenza rimettere la prima pallina estratta nell'urna

Svolgimenta

Estraggo la prima pallina e poi la seconda senza rimettere la prima nell'urna

Il problema mi dice che devo estrarre prima una pallina bianca e poi ancora una pallina bianca

| due eventidevono succedere entrambi quindi applico il teorema della probabilita’ composta
Probabilita’ = (probabilita’ di estrarre una pallina bianca) - (probabilita’ di estrarre una pallina bianca)
Calcolo le singole probabilita’

Le palline in totale sono 60 dicui 10 bianche, nella seconda estrazione restano 59 di cui 9 bianche
probabilita’ di estrarre una pallina bianca = 10/60 = 1/6

probabilita’ di estrarre la seconda pallina bianca = 9/59
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La probabilita’ e' circa del 2,5%

Esercizio 3
Nel gioco della roulette vi sono 36 numeri piu’ lo zero
Trovare la probabilita’ alla roulette di fare due volte "en plein" su due giocate successive puntando sul
numero 3.
Svolgimenta
"En plein" e'l'uscita del numero che si e' puntato
Il problema mi dice che deve uscire il 3 nella prima giocata e poi il numero 3 anche nella seconda giocata
Gli eventi devono accadere entrambi quindi applico il teorema della probabilita’ composta
Probabilita’ = (pr obabilita’ di uscita del numero 3 alla prima giocata) - (probabilita’ di uscita del numero 3 alla
seonda giocata)
Calcolo le singole probabilita’
probabilita’ di uscita del 3 numero alla prima giocata = 1/37
probabilita’ di uscita del numero 3 alla secnda giocata = 1/37
00i AABEDEBAEY L prmmny
OXOX POQOW®
La probabilita’ e' circa del 0,07%
L'evento (che €' il sogno di ogni giocatore) puo' capitare 7 volte su diecimila coppie di estraziani

Esercizio 4

Trovare la probabilita’, nel lancio di una moneta, di fare "testa" 4 volte consecutive

Svolgimenta

La moneta per definizione ha due facce, una detta "testa” e I'altra detta "croce"

Il problema mi dice che deve uscire testa nel primo lancio e poi testa nel second o lancio e poitesta neloe
lancio e infine testa nel quarto lancio

Gli eventi devono accadere tutti quindi applico il teorema della probabilita’ composta

Probabilita’ = (probabilita’ di testa al primo lancio) - (probabilita’ di testa al secondo lancio) - (probabilita’ di
testa al terzo lancio) - (probabilita’ di testa al quarto lancio)

Mi sembra brutto dire probabilita’ di uscita di testa

Calcolo le singole probabilita’

probabilita’ di testa al primo lancio = 1/2

probabilita’ di testa al secondo lancio = 1/2

probabilita’ di testa al terzo lancio = 1/2

probabilita’ di testa al quarto lancio =1/2
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La probabilita’ e' cir

Esercizi piu’ complicati

Per risolvere questi esercizi devi riscrivere il problemamettendolo nella forma succede questo o succede quello, suceed
guesto e succede questaltro.

Se i fatti sono incompatibili al posto dio puoi mettere il + mentre al posto die puoi mettere il - se gli eventi sono
indipendenti.

Esercizio 1

Trovare laprobabilita’, estraendo due carte da un mazzo di 40, e rimettendo la carta nel mazzo prima della
seconda estrazione, di estrarre una figura ed un asso

Svolgimenta

Il problema mi dice che devo estrarre la prima volta, poi di rimettere la carta nel mazza estrarre una
seconda volta: posso avere due possibilita’

| possibilita': come prima carta una figura e come seconda un asso

oppure:

Il possibilita’ come prima carta un asso e come seconda una figura

Per ottenere il risultato accade la prima o accada seconda

Quindi posso scrivere:

Probabilita’ = [possibilita’ | + possibilita’ Il) = (probabilita’ di estrarre una figura) - (probabilita’ di estrarre un
asso) + (probabilita’ di estrarre un asso) - (probabilita’ di estrarre una figura)

Calcolo le singte probabilita’:

Possibilita’ |

probabilita’ di estrarre una figura = 12/40

probabilita’ di estrarre un asso = 4/40

Possibilita’ Il
probabilita’ di estrarre un asso = 4/40

probabilita’ di estrarre una figura = 12/40
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La probablllta e' circa del 6%
Nel 6,0% lo zero dopo la virgola e' importante perche' indica il grado di precisione della misura (fino alla
prima cifra decimale).

Esercizio 2
Abbiamo un'urna con 10 palline bianche, 20 rosse e 30 nemeovare la probabilita' di estrarre due palline di
colore diverso senza rimettere la prima pallina estratta nell'urna
Svolgimenta
Abbiamo 6 possibilita":
. Prima pallina bianca e seconda rossa

Il.  Prima pallina rossa e seconda bianca

Ml Prima pallina bianca e seanda nera

IV.  Prima pallina nera e seconda bianca

V.  Prima pallina rossa e seconda nera

VI.  Prima pallina nera e seconda rossa
La probabilita’ sara' data dalla somma delle varie possibilita’:
Probabilita’ = possibilita’ | +possibilita’ Il +possibilita’ Il +possibili ta' IV +possibilita' V +possibilita’ VI =
= (probabilita’ di estrarre una pallina bianca) - (probabilita’ di estrarre una pallina rossa) + (probabilita’ di
estrarre una pallina rossa) - (probabilita’ di estrarre una pallina bianca) + (probabilita’ di estrare una pallina
bianca) - (probabilita’ di estrarre una pallina nera) + (probabilita’ di estrarre una pallina nera) - (probabilita’ di
estrarre una pallina bianca) + (probabilita’ di estrarre una pallina rossa) - (probabilita’ di estrarre una pallina
nera) + (probabilita’ di estrarre una pallina nera) - (probabilita’ di estrarre una pallina rossa) =
Calcolo le singole probabilita’ per le varie possibilita'
Le palline in totale sono 60, nella seconda estrazione ne restano 59
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l. probabilita’ di estrarre una pallina bianca = 10/60 = 1/6
probabilita’ di estrarre la seconda pallina rossa = 20/59
1. probabilita’ di estrarre una pallina rossa = 20/60 = 1/3
probabilita’ di estrarre la seconda pallina bianca = 10/59
Il probabilita’ di estrarre una pallina bianca = 10/60 = 1/6
probabilita’ di estrarre la seconda pallina nera = 30/59
IV.  probabilita’ di estrarre una pallina nera = 30/60 = 1/2
probabilita’ di estrarre la seconda pallina bianca = 10/59
V.  probabilita’ di estrarre una pallina rossa = 20/60 = 1/3
probabilita’ di estrarre la seconda pallina nera = 30/59
VI.  probabilita’ di estrarre una pallina nera = 30/60 = 1/2
probabilita’ di estrarre la seconda pallina rossa = 20/59

BN HHGHI 4 +1 - — -— — -= — - — - — —f h hp
La probabilita’ e' circa del 62,1% per fare prima i calcoli puoi notare che pe possibilita' I con Il , lll con IV e V
con VI hanno la stessa probabilita’

Esercizio 3
Trovare la probabilita’, utilizzando un mazzo di 52 carte, di estrarre 3 carte dell stesso seme sempre rimettendo
la carte estratta nel mazzo
Svolgimenta
"3 carte dello stesso seme" significa 3 quadri oppure 3 cuori oppure 3 fiori oppure 3 picche
Abbiamo 4 eventi composti:
L Quadri la prima carta e la seconda e la terza

Il Cuori la prima carta e la seconda e la terza

I, Fiori la prima carta e la seconda e la terza

IV.  Picche la prima carta e la seconda e la terza
Gli eventi composti sono fra loro incompatibiliquindi applico la probabilita’ totale:
Probabilita’ = possibilita’ | + possibilita’ Il + possibilita’ lll + possibilita’ IV =
Ogni possibilita' ' composta di 3 eventi indipendenti, per calcolarne la probabilita’ applico la probabilita’
composta
= (prima quadri)-(seconda quadri)-(terza quadri)+(prima cuori)-(seconda cuori)-(terza cuori)+(prima
fiori)-(seconda fiori)-(terza fiori)+(prima picche)-(seconda picche)-(terza picche)
Calcolo le singole probabilita’.
Per fare prima notiamo che abbiamo lo stessoumero (13) di carte di quadri, cuori, fiori e picche quindi
probabilita’ di uscita di una carta di un seme particolare = 13/52 =V

BN T CHHGA T HEH - — — — — — — — — — —f A h b
La probabilita’ e' del 6,25

Prova a risolvere I'esercizio senza rimettere la carta nel mazzo

Esercizio 4

Abbiamo un'urna con 10 palline bianche, 20 rosse e 30 nere: trovare la probabilita’ di estrarre
contemporaneamente 3 palline dello stesso colore

Svolgimento

Devono uscire o tre palline bianche o 3 palline rosse o tre palline nere

Gli eventisono incompatibili quindi applico il teorema della probabilita’ totale

Probabilita’ = (probabilita’ 3 bianche) + (probabilita’ 3 rosse) + (probabilita’ 3 nere)

Siccome le palline vengono estratte contemporaneamente mi conviene usare le combinazioni
vedi problema 2 e 3

Calcolo le sngole probabilita’:
v o AR
HiCHT H
Ak
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La probabilita’ e' circa del 15,5%

Nota! Potevo ancora applicare i teoremi per calcolare le probabilita’ di uscita di 3 carte uguali; ad esempio (cuori la prima
e cuori la seconda e cuori la terza) =

=10/60 - 9/59 - 8/58 = 6/17 11

perche' estrarre tre palline contemporaneamenteequivale all'estrazionesenza rimetterela pallina estratta nell'urna, ma il
calcolo e' piu’ veloce usando le combinazioni

Esercizia prova a svolgere I'esercizio 3 senza rimettere la carta nel mazzo esando le combinazioni

g) Limiti della probabilita’ classica

La teoria classica della probabilita’ e' una teoria "a priori" cioghdica quale probabilita’ ha

un evento che ancora deve accadere, pero' tutti i possibili esiti di un evento debbono essere
ugualmente possibili e qui abbiamo una grossa difficolta'.

Non e' possible nel mondo reale avere I'esatta uguale possibilita’ fra ewti diversi.

Per quanto un dado sia fatto bene, magari a livello microscopico, i suoi spigoli e le sua facce saranno tra loro
differenti.

Sara’ sufficiente che un tavolo di una roulette sia leggermente non in orizzontale, oppure che la ruota sia
leggermente deformata per avere la maggior uscita di certi numeri piuttosto che di certi altri.

Osservate un'estrazione di numeri al lotto: vedrete che in certe ruote escono di piu' i numeri bassi ed in altre
di piu' i numeri alti questo penso sia dovuto bfatto che nel primo caso sono stati introdotti i numeri partendo
dal 90 fino ad arrivare all' 1, mentre nel secondo caso i numeri sono stati introdotti nell'urna in ordine
crescente e per quanto si mescoli, qualcosa resta

Esistono problemi per cui ron e' possibile applicare la probabilitaclassica.

Ad esempiq se dico che la squadra A ha il doppio di possibilita’ di vincere una determinata partita rispetto
alla squadra Bnon si capisce come tale probabilita’ sia ricavata

Se parlo di colpire unpiattello con un colpo di fucile non posso applicare la probabilita’ classica

Come posso definire la probabilita’ di sentire il segnale di occupato facendo un numero di telefono?

In problemi scientifici e tecnologici la probabilita’ classica incontra ificolta’ insuperabili .

Ad esempio e' quasi impossibile determinare la probabilita’ per un singolo elettrone di fare un certo salto di
orbitale oppure per un neutrone di collidere con un nucleo di uranio utilizzando la probabilita’ classica e le
cose peggiorano considerando oggetancora piu' piccoli quali i quark.

Esistono anche problemi in cui il numero di risultati possibili ' infinito e quindi occorre
introdurre dei nuovi concetti per poterli affrontare.

Per questi motivi e' necessario introdurre nuovi tipi di probabiita’,che, conservando comaoque i risultati
della probabilita’ classica, permettano di superare le difficolta’ qui sopra elencate
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5. Probabilita’ statistica (o frequentista)

a) Definizione di frequenza

Facciamo un gioco: lancio una moneta 20 volte e segno il numerovdite che esce testa.
Supponiamo che testa esca 12 volte
Allora chiamo frequenza dell'evento "uscita di testa”
e 2o
¢ T
il rapporto fra il numero di eventi favorevoli ed il numero di prove fatte

In generale chiameremdrequenza:

£

Il rapporto fra il numero dei casi favorevoli usciti ed il numero delle prove fatte

Da notare che la frequenza si puo' applicare anche in casi in cui non potremmao applicare la probabilita’: ad
esempio sarebbe impossibile calcolare la probabilita’ di superare I'esame di analisi 1 nel corso del Prof. *****
mentre possiamo benissimo calcolare la frequenza: bastera' prendere le tabelle degli esami di analisi 1 che
ha tenuto il Prof. ***** e considerare il numero dei promossi ed il numero degli esaminati e farne il rapporto

b) Differenze fra frequenza e probabilita’

La frequenza e la probabilita’ sono due concetti del tutto diversi fra loro:

- la probabilita’ va calcolata"a priori" cioe' prima che I'evento accada;

- lafrequenza va calcolata'a posteriori" e dopo un numero congruo di prove, cioe' dopo che
gli eventi sono accaduti

Anche la frequenza, come la probabilita’, €' un numero compreso fra 0 ed 1, pero' la
frequenza 0 non implica che I'evento sia impossibileome la frequenza 1 non implica
necessariamente che l'evento sia certo

Ad esempio se lancio tre volte una moneta ed ottengo 3 volte testa la frequenza di uscita di testa sara' 1 e la
frequenza di uscita di croce sara' 0 ma I'evento "uscita di testa" naicerto come non €' impossibile I'evento
"uscita di croce".

c) Legge dei grandi numeir(o legge empirica del caso)

Partiamo da unsemplice esempio: lanciamo una moneta 10 volte, 100 volte, 1000 volte e
controlliamo I'evento "uscita di testa”. 1o ho ottenuto questi risultati

Frequenza di

Numero lanci Uscita di testa uscita di testa
10 6 0,60 = 60%
100 56 0,56 = 56%
1000 532 ~0,53 = 53%
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Osserviamo che mentre aumentano in numero gli scarti dal valore teorico il valore della
frequenza si avvicina a quello della probabilita’(0,5=50%)
Infatti gli scarti dal valore teorico (meta' dei lanci) sono

per 10 lanci abbiamo 6 teste gindi scarto = 1

per 100 lanci abbiamo 56 teste quindi scarto = 6

per 1000 lanci abbiamo 532 teste quindi scarto = 32
La frequenza invece €'

per 10 lanci e' 0,60

per 100 lanci e' 0,56

per 1000 lanci e' 0,53
Se aumentiamo il numero di lanci avremo che il valore della frequenza si avvicina sempre
piu’ a quello della probabilita’ (0,50)

Un esperimento di questo genere ci porta ad enunciare una legge che collega strettamente
la frequenza alla probabilita’ clasica:

Legge dei grandi numeri
All'aumentare del numero delle prove fatte il valore della frequenza tende al valore teorico
della probabilita’.

Attenzione a considerare in modo corretto la legge dei grandi numeri: se ad esempio ho, lanciando una
moneta , l'uscita di testa per 6 volte di seguito non e' che nel lancio successivo e' piu' probabile che esca croce
invece di testa: le probabilita’ di ugita di testa o di croce son@sattamentele stesse.

d) Probabilita' statistica

Il fatto che la frequenza, all'aumentare del numero dellprove fatte, tenda al valore della
probabilita’ classica ci fa pensare chenifenomeni in cui la probabilitaclassica non e'
applicabile sia possibile considerare la frequenza di eventi gia' accaduti e considerarla
come probabilita’ di eventi futuri.

Cioe'in eventi in cui non si puo' applicare la probabilita’ classica, ma si possano fare
numerose prove possiamo considerare la frequenza degli eventi gia' accaduti come
probabilita’ per gli eventi dello stesso tipo che potranno accadere.

In tale caso parlereno di probabilita’ statistica.

Definizione:

La probabilita’ statistica di un evento casuale (aleatorio) €' un numero che esprime la
frequenza relativa dell'evento in un gran numero di prove precedenti tutte fatte nelle
stesse condizioni

Esempio: per costruire le tabelle di probabilita’ di vita e di morte che usano le assicurazioni sulla vita si
calcolano le frequenze dei decessi relativamente alle varie fasce di eta' consultando gli archivi anagrafici
comunali.

Va da se' che per la probabilita’ statistica valgono tutte le proprieta’ e tutti i teoremi gia visti per la
probabilita’ classica

e) Limiti della probabilita’ statistica

Per poter avere un numero affidabile da dare alla probabilita’ statistica occorre che la
frequenza sia calcolata su un numero elevato di casi, questo fatto esclude dalla possibilita
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di utilizzare la probabilita’ statistica per quei casi in cui il numero di prove ripetute e' basso
0 in cui le condizioni sono variate.

Come esempio consideriamo la probabilita’ che nel prossimo derby IntéMilan vinca I'Inter. Se proviamo a
calcolare la frequenza considerando i vari derby gia' giocati abbiamo che le prove gia' effettuate non sono
sufficienti a darci un numero affidabile ed anche la composizione delsquadre €' variata nel tempo.

E' quindi necessario sviluppare un altro tipo di probabilita’ che sia possibile utilizzare in
guesti casi.

6. Probabilita' soggettiva

a) Introduzione

Alla probabilita’ soggettiva e' legato uno depiu’ bei ricordi della mia carriera di insegnante( Scheda nCl1 ).

Ci sono eventi per cui non e' possibile dare una definizione precisa di probabilita’: ad
esempio qual'e' la probabilita’ che in ungartita, ad esempio InterRoma vinca I'hter?
1 Non possiamo usare la probabilita’ classica perche' non possiamo definire il numero
dei casi favorevoli ed il numero dei casi possibili
1 Non possiamo usare la probabilita’ frequentista perche’ in primo luogeono pochi
gli eventi accaduti su cui basarsi (le partite gia' effettuate fra inter e Roma), inoltre
una squadra non e' fissa, ma varia a seconda della sua composizione e dello stato dei
suoi componenti: se un attaccante si fa male sara' sostituito da uttra con diverse
capacita’ agonistiche e le probabilita’ di vincita della squadra varieranno
E' pero’ possibile prefigurarsi personalmente una probabilita’ dicendosi: "Se si giocassero
in questo momento 100 partite, secondo me, quante ne vincerebbe |'art quante la Roma
e quante sarebbero pareggiate?"”

Se conosco bene I'argomento ed il mio giudizio e' abbastanza oggettivo, cioe' non falsato da
passione sportiva, ottengo una probabilita’ abbastanza accettabile .

Scheda nCl :Ricordi di un noioso professore
Eravamo circa alla meta’' degli anni 70 ed insegnavo matematica applicata ad un Istituto Tecnico Commerciale
a Cagli.
Avevo una classe quarta molto intelligente, ma piuttosto svagata e poco disposta ad impegnarsi seriamente.
Era un venerdi' di meta' marzo e cercavo di spiegare appunto le probabilita’' ed i primi rudimenti di statistica.
La classe non solo hon mi seguiva,arsembrava occupata in altre faccende: osservando con piu' attenzione
mi sono accorto che I'impegno degli alunni era di compilare un pacco di schedine del totocalcio.
Sequestro le schede, faccio una paternale, e provo a riprendere I'argomento, ma mi agoarhe lo scrivere di
nascosto le schedine continua.
Capisco che I'argomento teorico €' noioso e che sarebbe inutile insistere, mi viene un'idea: dico alla classe:
"Visto che volete fare la schedina, almeno facciamola con metodo statistico applicando lababilita’
soggettiva.
Lupini venga alla lavagna e scriva la prima partita.
Ora vi chiamero' uno per uno: se pesate che vinca la prima squadréupini fara' un segno sulla casella
delluno, se pensate che vinca la secondésegno verra' fatto sulla caséa del due. Se pensate ad un pareggio
facciamo due segni, uno sull'uno e l'altro sul due
Alla fine contiamo i segni e facciamo la percentuale fra i segni dell'uno e tutti i segni: se la percentuale e’
superiore al 70% mettiamo 1, se e'inferiore al 30% ntéamo 2 e se invece e’ compresa fra 40% e 60%
mettiamo x; negli altri casi mettiamo entrambe i risultati (se ad esempio viene tra 30% e 40% mettiamo x 2,
se viene tra 60% e 70% mettiamo 1 x).
Attirata cosi' la loro attenzione ho chiarito meglio il conc#o di probabilita’' soggettiva e, quando hanno capito
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bene, abbiamo compilato la schedina, fatte le percentuali e completato un sistema giusto in tempo prima che
suonasse la campanella.

Appena finito Lupini e' saltato su:

"Adesso fuori 200 lire per uno cle ce lo giochiamo.”

Cosi' ognuno di noi ha tirato fuori le 200 lire

Il lunedi' successivo appena arrivato a scuola sono stato circondato dagli alunni: avevamo fatto un 12 e
qualche 11; ricordo che la vincita era di circa 400.000 lire (in pratica piu' dehio stipendio di due mesi); il
genitore di un alunno si incarico' di ritirare la vincita ad Ancona ed a trasformarla in calcolatrici elettroniche:
una per ogni alunno della classe ed una per me.

Da notare che le calcolatrici erano molto costose e da poaeevano cominciato a circolare in Italia.

Misi in un cassetto il mio regolo calcolatore e preparai la lezione successiva sull'uso della calcolatrice
Quella fu l'unica volta che vinsi qualcosa al totocalcio

b) Definizione

Secondo la teoria soggettiva:
La probabilita’ e' la misura del grado di fiducia che un individuo coerente assegna al
verificarsi di un dato evento in base alle sueonoscenze

Continuiamo come esempio con la nostra probabilita’ applicata al mondo del calcio

Notare che l'individuo deve essere coerente, cioe' non deviato da passioni, ed inoltre deve
avere delle conoscenze (tipo sapere quali sono i giocatori che scenaleno in campo e

com'e’ la loro forma fisica)

In pratica se attribuisco ad un evento la probabilita’ del 90% devo essere disposto a pagare
una somma di 90 per riceverne 100 in caso di evento che accade oppure di perdere tutto in
caso di evento che non aedle.

Esempio: se penso che le probabilita’ di vincita dell'Inter nella partita Intet.azio siano del 70% devo essere
disposto a puntare 70 euro sulla vincita dell'Inter per riceverne 100 in caso di vittoria dell'Inter e perdendo
tutto in caso di sconfitta o pareggio della squadra

E' fondamentale, che il soggetto abbia il maggior numero diformazioni possibili e,
tramite esse, sappia attribuire determinate probabilita’ a determinati eventi
In tal caso la probabilita’ soggetiva si puo' ritenere affidabile.

c) Proprieta della probabilita soggettiva

La probabilita’ soggettiva deve godere delle stesse proprieta’ della probabilita’ classica,
cioe' (ripetiamole, un ripasso fa sempre bene)
T La probabilita’ di un evento e' sempre compresa fra0 ed 1
O¢P(E)C1
1 €' la probabilita’ dell'evento certo P(S) =1
0 e' la probabilita’ dell'evento impossibile P(@) =0
1 SeE: ed E2 sono eventi incompatibili si ha
P(E' E)=P(Ey) +P(E2)
1 SeEedAsono eventi complementari si ha

PE)=1-P(A
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d) Limiti della probabilita’ soggettiva

Purtroppo la probabilita’ soggettiva ha due grossi handicap che ne limitano I'efficacia:

T L'individuo che elabora la probabilita’ deve essere "coerente”, cioe' deve attribuire
lo stesso valore di probabilita’ a fenomensimili, cosa non sempre facile se una
persona (tipo un tifoso) e' trascinato da passioni o da valutazioni personali

1 Chi elabora deve essere in possesso del maggior numero di dati possibile: piu' dati
ho, meglio posso individuare il valore di probabilita se so che un certo giocatore
non scendera’ in campo posso individuare meglio la probabilita’ dell'evento "vincita
della squadra" e se faccio il boookmaker offriro’ una quota diversa dagli altri
bookmakers che non conoscono quell'informazione

Con tuttocio' la probabilita’ soggettiva €' un grosso aiuto per la soluzione di molti problemi
che non sarebbe possibile affrontare con gli altri tipi di probabilita’.

7. Definizione assiomatica di probabilita’

Per il biennio unificato e per alcuni tipi di scuola €' sufficiente la parte di probabilita’ sin dusviluppata.
Invece per il triennio, nella maggior parte delle scuole, si sviluppa la teoria assiomatica..

Abbiamo cosi' tre tipi diversi di probabilita’ che e’ possibile applicare in contesti diversi:
occorre ora unificare il tutto per avere una costnzione organica per la probabilita’.

Per fare cio' considereremo degli oggetti generici (eventi) ne considereremo lo spazio in
cui sono definiti (spazio degli eventi) e ne daremo i postulati che regoleranno la teoria
delle probabilita’ assiomatica, in modadale che restringendo tale teoria alla teoria classica,
alla teoria frequentista od alla teoria soggettiva posamo ritrovare le proprieta' gia viste.

a) Campo di eventi

Se vuoi approfondiresulla definizione di sigmaalgebra (Scheda 2 )
Sia dato un insiemeSdi eventi elementari:
consideriamo una famiglia&Edi sottoinsiemi di Stale che valgano le proprieta’:
1 S e'un elemento dell'insiemeE
SN E
1 Se A e B sono sottoinsiemi di S e sono elementifallora anche
I, " AZ B, A" Bappartengono ade
in pratica significa che l'insiemeEe' chiuso rispetto alle operazioni elementari di
unione, intersezione e complementare
Chiameremo allora l'insiemeEcampo di eventi

Corrisponde alconcetto disigma-algebra, infatti:
1 poiche' SN Eanche il complementare di SS=@N E
1 SelinsiemeAN Eallora anche il complementareAN £
1 SiccomeEcontiene anche l'unione dei suoi singoli elementi, allora vale anche la terza proprieta’ della
sigma-algebra

Comunque, per semplicita’, considereremo, per ora& come un insieme finito (discreto);
piu’ avanti, nelle distribuzioni di probabilita’, considereremo anche campi di probabilita’
infiniti (continui) .
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Scheda n.Q : Sigmaalgebra

Consideriamo un insieme X ed un insiem&di suoi possibili sottoinsiemi:
X e' detto sigma-algebrase valgono le proprieta”.
1) @e Xappartengono aX, cioe' vi appartengono sia l'insieme vuoto che tutto I'insieme di partenza
2) SeA appartiene ad.X, allora anche l'insieme complementaré di A appartiene ax
Il complementaree' quell'insieme taleche AU=Xed AN ! =@
3) se(An) e' una successione di insiemi appartenenti adtallora anche

T p 'T ADDAOREAT A
cioe' se l'insiemeXcontiene infiniti insiemi in successione alloa contiene anche 'unione di titi gli insiemi
della successione

Una coppia ordinata( X, X) €' detta spazio misurabile

b)  Assiomi della probabilita’

Consideriamo il caso che l'insiem&, di cui consideriamo i sottoinsiemi, sidinito: allora ad
ogni evento A e' associato un numero P(A) se valgono i seguenti assiomi
T PA) 20
T PS)=1
1 Se A e B sono eventi incompatibili (cioe' Z B = @) allora:
P(A" B)=P(A) + P(B)
Il numero reale P(A) e' detto probabilita’ dell'evento A.

Da notare che il terzo postulato corrisponde al teorema della probabilita’ totale, che nella probabilita’
classica. era stato dimostrato.

c) Conseguenze

Dai postulati deriva che:
7 1=P(S)=P(S @)=P(S) + P(@)
QuindiP(@)=0
La probabilita’ dell'evento impossibile e' nulla
¢ Dato un qualunque insieme A appartenente ad S abbiamo
1=P(S)=P(A" A =P(A) +P(A
Quindi, ricavando P(A) ho:P(A) =1 - P('A
La probabilita’ di un evento e' uguale ad 1 meno la probabilita’ dell'evento contrario
1 EssendoP(A) + P(A = 1 nesegue che
0¢P(A) ¢l
La probabilita’ di un evento e' sempre compreso fra 0 ed. 1
1 SeAl BalloraP(A) ¢ P(B)
Se A e' contenuto in B allora la probabilita’ dell'evento A €'
minore della probabilita’ dell'evento B (e’ uguale se A B).
1 SeAeBsono due eventi qualsiasi si ha sempre
P(A* B)=P(A)+P(B) -P(AZ B)
Infatti se considerassi solo P(a) e P(Bronsidererei due volte |
parte comune AZ B

Esempio:
Calcolare la probabilita’ di estrarre da un mazzo di quaranta carte una cartadiénari oppure una
figura:
Evento A: estrazione di una carta di denari
38


file:///C:/Users/Admin/Desktop/APPUNTI%20UNIVERSITA/Nuova%20Matematica/rip/mate/j/jb/jbfe.html
file:///C:/Users/Admin/Desktop/APPUNTI%20UNIVERSITA/Nuova%20Matematica/rip/mate/l/lc/lcgb.html
file:///C:/Users/Admin/Desktop/APPUNTI%20UNIVERSITA/Nuova%20Matematica/rip/mate/l/lc/lcgc.html

Prof. Dino Betti Ripasso di mataatica: CALCOLO DHLE PROBABILITAQ PDF elaborato dslincenzo Solimando

Evento B: estrazione di una figura

Le carte di denari sono 10 P(A)= 10/40 = 1/4

Le figure sono 12 P(B) = 12/40 = 3/10

Le carte che sono contemporareamente figure e denari sono 3 PZAB)= 3/40
quindi: P = P(A)+P(B)-P(A Z B) = 10/40 + 12/40 -3/40 =19/40 ~ 0,475 = 47,5%

8. Teoremi

Quando si calcolano le probabilita’ dieventi quasi sempre €' impossibile riferirsi a fatti sperimentali: ad
esempio se devo calcolare la probabilita’ di fluttuazione di certe nuove azioni finanziarie non posso calcolarne
la probabilita’ mediante fatti gia' accaduti (le azioni sono nuove) ma samente con criteri che coinvolgano la
conoscenza del possile mercato presente e futuro.

Cio' porta a sviluppare il calcolo delle probabilita' mediante metodi indiretti, cioe' mediante proprieta’ che
permetteranno di ridurre al minimo gli esperimenti.

Pertanto e' importante sviluppare questi teoremi pe un loro utilizzo nel calcolo.

Per completezza, siccome ora ci riferiamo alla probabilita’ assiomatica come sunto di tutte le probabilita’ gia'
viste, dimostriamo, nel nuovo contesto, anche alcuni teoremp(obabilita’ totale, probabilita’ composta) che
avevamo gia' visto validi per le singole probabilita’.

a) Proprieta' addittiva

Studiamomeglio la proprieta’ che e' legata al terzo postulato

Consideriamo prima il caso di due eventt:, 2 incompatibili cioe’ tali che o si verifica I'uno
oppure si verifica l'altro, ma non possono verificarsi entrambE; Z E> = @; allora abbiamo
che

La probabilita’ che si verifichi I'evento & oppure I'evento E e' data dalla somma delle
probabilita’ dei singoli eventi:

P(E" E)=P(Ey) +P(E2)

Esempio:

Trovare la probabilita’ che, estraendo una carta da un mazzo di 40, esca una figopgure un asso

I due eventi sono incompatibili nel senso che o esce una figura oppure esce un asso € hon possono uscire
entrambe contemporaneamente, quindi avremp

E:= uscita di una figura

E>= uscita di un asso

probabilita’ di uscita di una figura =P(E1) = 12/40 = 3/10

probabilita’ di uscita di un asso =P(E;) = 4/40 = 1/10

P(&* E)=P(Ey) + P(E2) = 3/10 + 1/10 = 4/10 = 0,4 = 40%

Consideriamo quindi il caso che gli eventi sianqualsiasi; avremo che
La probabilita’ che si verifichi I'evento & oppure I'evento E e' data dalla somma delle
probabilita’ dei singoli eventi meno la probabilita’ del loro verificarsi in contemporanea

P(E ™ BE)=P(E)+P(E)-PEZE)

Esempio:

Trovare la probabilita’ che, estraendo una carta da umazzo di 40, esca una figura oppure una carta di denari
Puo'uscire una figura che non sia di denari, puo' uscire una carta di denari che non sia una figura, ma puo'
anche uscire una figura di denari, quindi avremo

E.= uscita di una figura

E>= uscita di una carta di denari

E1 Z E; = uscita di una figura di denari
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probabilita' di uscita di una figura =P(EL) = 12/40

probabilita' di uscita di una carta di denari =P(E) = 10/40

probabilita’ di uscita di una carta di denari che sia anche una figura (le figure di denari sono 3E: £AE) =
3/40

P(E.Z E;2) =P(Ey) + P(E2) - P(E. Z E2) = 12/40 + 10/40 - 3/40 = 19/40 = 0,475 = 47,5%

b)  Probabilita’' condizionata (subordinata)

Finora abbiamo parlato di probabilita’ senza limitazioni, cioe' di probabilitaincondizionata
(o subordinata); pero' spesso si incontrano eventi che dipendono da altri eventi che si
possono (o debbono) verificare precedentemente: tali eventi, naturalmest influiranno
sulla probabilita dell'evento successivo; in tal caso occorre introdurre il concettdi
probabilita’ condizionata .

Definiamo probabilita’ condizionata dell'evento E rispetto all'evento E; la probabilita’ che
si verifichi I'evento E: dopo che si €' verificato I'evento £
P(E|E2)

Esempio:

Trovare la probabilita’ che la seconda carta estratta da un mazzo di 40 sia una figura se la prirstata e'
anch'essa una figura.

In pratica l'uscita della prima figura (evento k) fa variare la probabilita’ di uscita della seconda carta (evento
E2) perche' avremo 11 casfavorevoli su 39 casi possibili

P(Ez|E1) = 11/39

Per calcolare la probabilita’ condizionata possiamo usare la formula

o "EZ A
"E A Aé—pg

Vale una formula equivalente per la probabilita’ condizionata dell'evento Hispetto
all'evento B.
Poiche' valeE; Z E2= E2> Z E; allora €' valida anche la formula:
"B DA EAZ A
= "E7F

Esempio:
Trovare la probabilita’ che, nel lancio di un dado, sapendo che il risultato sara’ un numero dispari, si ottenga il
numero 1.
E;|E1= uscita del numero 1 sapendo che esce un numero dispari
E1= uscita di un numero dispari
E>= uscita del numero uno
E1 Z Ex uscita del numero 1 e dispari (essendo 1 dispari equivale all'evento uscita del numero 1)
probabilita’ di uscita di un numero dispari =P(E.) = 3/6 = 1/2
probabilta’ di uscita del numero 1 e dispari =P(&. Z &) = 1/6
"EAZA T

c) Proprieta’ moltiplicativa

Il concetto di probabilita’ condizionata nella trattazione assiomatica equivale al teorema
della probabilita’ composta visto nella probabilita’ classica: infatti facendo il minimo
comune multiplo nella formula della probabilita’ condizionata ottengo il teoema della
probabilita’ composta

40


file:///C:/Users/Admin/Desktop/APPUNTI%20UNIVERSITA/Nuova%20Matematica/rip/mate/l/lc/lchb.html
file:///C:/Users/Admin/Desktop/APPUNTI%20UNIVERSITA/Nuova%20Matematica/rip/mate/l/lc/lchc.html

Prof. Dino Betti Ripasso di mataatica: CALCOLO DHLE PROBABILITAQ PDF elaborato dslincenzo Solimando

Attenzione: e' il teorema della probabilita’ composta nella teoria classica, qui €' meglio chiamarlo proprieta’
moltiplicativa

P(E.Z E) = P(E1) - P(BJE1) =P(E2) - P(&|E2) Ecco i passaggi

Notare che la formula e' valida solamente se P(E 0
Eagn CAZA

® EA
Minimo comune multiplo P(Ew):

EWIS CEX CERZK
"EA EfS

Tolgo i denominatori

"EASA EA  ENGZ A

Leggo a rovescio

"EA;Z &A= "EA "EASA

Ma posso farlo anche per la seconda formula  (P(E2) = 0)
Eagn CAZA
® EA
Minimo comune multiplo P(E):
"EASA EAR EAZ A
EA "EAF
Tolgo i denominatori:
"EASA EA  ENZ A
Leggo a rovescio
"EZ F="EA EASA

Raccogliendo posso scrivere:
P(E1Z E2) = P(E2) - P(RIE2) = P(Ey) - P(E|E)

Cioe':la probabilita’ del prodotto di due eventi e' uguale al prodotto fra la probabilita’ del
primo e la probabilita’ del secondo condizionata al fatto che il primo evento sia accaduto

Esempio:

Trovare laprobabilita’ che estraendo due carte da un mazzo di 40 siano entrambe assi
E:= uscita di un asso

E;|E1= uscita di un secondo asso

probabilita’ di uscita di un asso =P(E1) = 4/40 = 1/10

probabilita’ condizionata di uscita di un secondo asso B(E|Ez) = 3/39 = 1/13

P(E Z E) = P(Ey) - P(E|Ey) = 1/10 - 1/13 = 1/130 = 0,0076 ~ 0,8%

d) Eventi indipendenti

E' ora fondamentale introdurre il concetto dieventi indipendenti .

Definizione:

Si dice che I'evento Ee' indipendente dall'evento E se il fatto che si verifichi 2 non altera
le probabilita’ dell'evento E; :

P(E) = P(E1|E2)

Esempio di eventiindjpendenty
Trovare la probabilita’ che estraendo una carta da un mazzo di 40 essa sia un asso oppure una figura
gli eventi:
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E; uscita di un asso
E; uscita di una figura
sono tra loro indipendenti.

Esempio di eventidjpendent.

Trovare laprobabilita’ che estraendo due carte da un mazzo di 40 (senza rimettere la carta estratta nel mazzo)
la prima sia un asso e la seconda sia una figura

Gi eventi:

E; uscita di un asso

E; uscita di una figura

sono tra loro dipendenti perche' il primo evento fa variare la probabilita’ del secondo evento: i casi possibili
per la seconda estrazione non sono piu' 40 ma 39

Vediamo alcune proprieta’ importanti degli eventi indipendenti che derivano dalla
definizione:
1. Se ke'indipendente da E allora anche E €' indipendente da &
Cioe' la proprieta’ di indipendenza di eventi e' reciproca

Dalla formula per la probabilita’ composta

P(E) - P(R|E1) = P(E1Z E2) = P(E2Z E1) = P(E2) - P(R|E2)

guardando il primo e l'ultimo termine, essendo per ipotesi P(k) = P(E1|E2) ne
segue

P(E|EL) = P(E2)

Come volevamo

2. Se gli eventi Eed E sono indipendenti allora sono indipendenti anche le coppie di
eventi:

—

B, A

——

AR

ALA
sono indipendenti.

Dimostriamo l'indipendenza della prima coppia
so che P(E|E1) = P(E2) devo dimostrare che P8 |E1) = P(%)
soche, essendo complementari gli eventiZe %,

P(E[E) + P(A|Ey) =1
Per ipotesi P(E|E1) = P(E2) quindi

"HE2|E1) =1 -P(E) = P(A)
Come volevamao

Qualche testo usa, in modo equivalente, il termine didjpendenza stocastica.

e) Probabilita' totale

Siano gli eventiky ed E2 due eventi tra loro mutualmente incompatibili, nel senso che puo’
succedere uno solo dei duee siaEun evento che puo' accadere solamente associato ad uno
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dei due precedenti; allora vale la relazione (teorema della probabilita’ totale):
P(E)=P(&) - P(E|R) + P(E2) - P(E|)

Naturalmente possiamo generalizzare al caso di n eventi ttaro mutualmente
indipendenti:
P(E)=P(&) - P(E|R) + P(E2) - P(EIR) + P(Es) - P(E|B) + ........ +P(B) - P(E|&)

Dimostrazione:

So che gli eventE: e B> sono tra loro incompatibili e che I'eventoE puo' avvenire solo
associato ai due eventi precedenti, cioe’, con la simbologia della teoria degli insiemi
E=(EZE) (E E)

Per la proprieta’ addiiva fra eventi incompatibili:

P(E)=P(EZ E)+PEZE)

e per laproprieta’ moltiplicativa:

P(E) = P(E) - P(E|R) + P(E>) - P(E|R)

Come volevamo

Esempio:

Abbiamo due urne:

la prima contiene 6palline bianche e 8 nere

la seconda conténe 8 palline bianche e 4 nere.

Trovare la probabilita’ che, estraendo a caso una pallina da una delle due urne, la pallina estratta sia nera
E uscita di una pallina nera

E:1 uscita della pallina dalla prima urna

E> Uscita della pallina dalla seconda urna

Dalla formula abbiama

P(E)=P(E) - P(E|R) + P(E2) - P(EIR)

P(E) = 1/2 probabilita’ di estrarre dalla prima urna

P(E) = 1/2 probabilita’ di estrarre dalla seconda urna

P(E|E) = 8/14 = 4/7 probabilita’ di estrarre una pallina nera dalla prima urna
P(E|E) = 4/12 = 1/3 probabilita’ di estrarre una pallina nera dalla seconda urna
Quindi ottengo

P(E)=1/2-4/7+1/2-1/3=2/7 + 1/6 = 19/42 = 0,4523.. ~ 45,2%

f) Formula di Bayes (teorema delle probabilita delle cause)

La formula di Bayes €' detta anchéeorema di Bayes in forma elementare

SianoE; ed E2 2 eventi qualsiasi abbiamovisto (proprieta’ moltiplicativa ) che vale
P(E) - P(&|E2) = P(E1) - P(R|E1)
che posso anche scrivere come
e e EARSA B
E AF =
= "E AF
Questa €' la cosiddetta formula di Bayes (o0 anche teorema di Bayes in forma elementare)
Questa formula si puo’ estendere ad un eventériferito a piu’ eventi tra loro indipendenti
(teorema di Bayes)

Dato I'eventoE e gli eventi:

Ei, B2, Es3....En
che siano tra loro indipendenti( § Z E«= @ per j,k=1,2,3,..nconj k)
Allora vale la relazione

43


file:///C:/Users/Admin/Desktop/APPUNTI%20UNIVERSITA/Nuova%20Matematica/rip/mate/l/lc/lchc.html
file:///C:/Users/Admin/Desktop/APPUNTI%20UNIVERSITA/Nuova%20Matematica/rip/mate/l/lc/lchf.html
file:///C:/Users/Admin/Desktop/APPUNTI%20UNIVERSITA/Nuova%20Matematica/rip/mate/l/lc/lchc.html

Prof. Dino Betti Ripasso di mataeatica: CALOOLO DHLE PROBABILITAQ PDF elaborato ddincenzo Solimando

AR EA "E'ASA
0% 0 %%

Esercizio:
Una fabbrica acquista dei pezzi lavorati presso 3 aziende B e Cnelle percentuali del20%, 30% e 50%
rispettivamente; sapendo che la percentuale di pezzi difettosi e’
aziendaA = 3% di pezzi difettosi
aziendaB = 4% di pezzi difettosi
aziendaC= 2% di pezzi difettosi
1) Calcolare la probabilita’ che, trovando un pezzo difettoso, esso provenga dall'aziemla
EventoEil pezzo €' difettoso
EventoE, il pezzo proviene dall'aziendaA
EventoE; il pezzo proviene dall'aziendaB
EventoEs il pezzo proviene dall'aziendaC
Applichiamo la formula di Bayes o
‘EASA EA EAA
2 "E’; EASA EAR EMAH  EW  EAH
P(E) = 20/100 = 1/5 probabilita’ che il pezzo provenga dall'azienda
P(E;) = 30/100 = 3/10 probabilita’ che il pezzo provenga dall'aziend®
P(Es) = 50/100 = 1/2 probabilita’ che il pezzo provenga dall'aziend€
P(E|E&) = 3/100 probabilita’' che il pezzo proveniente dall'aziendaA sia difettoso
P(E|&) = 4/100 = 1/25 probabilita’ che il pezzo proveniente dall'aziendaB sia difettoso
P(E|Es) = 2/100 = 1/50 probabilita’ che il pezzo proveniente dall'aziendeCsia difettoso
P(E|E) = probabilita’ che il pezzo dife}toso provenga dall'azienda:

BEAA T 5 77 77
7 7 )
- i - : 7 7 7 a8 b

La probabilita’ che il pezzo difettoso provenga dall'aziendA e' del 21%
Per completare
2) Calcolare la probabilita’ che il pezzo difettoso provenga dall'aziendB  Soluzione
Anche qui applico la formula di Bayes o
"EAsA

P(E1) =20/100 = 1/5 probabilita’ che il pezzo provenga dall'azienda
P(E) =30/100 = 3/10 probabilita’ che il pezzo provenga dall'aziend8
P(Es) = 50/100 = 1/2 probabilita' che il pezzo provenga dall'aziend&
P(E|Ey) = 3/100 probabilita’ che il pezzo proveniente dall'aziendaA sia difettoso
P(E|E) = 4/100 = 1/25 probabilita’ che il pezzo proveniente dall'aziendeB sia difettoso
P(E|E) = 2/100 = 1/50 probabilita’ che il pezzo proveniente dall'aziendeCsia difettoso
P(E2|E) = probabilita’ che il pezzo difettoso provenga dall'aziend®

T

"E'A SA T

e ¥ x ¥ x x
x x .
h p
7 7 7 7 x x x a8
La probabilita’ che il pezzo difettoso provenga dall'aziendB e' del 43%
Da notare che il denominatore resta sempre uguale nei calcoli per le varie aziende, cosa che rende molto piu' semplici i
calcoli

3) Calcolare la probabilita’ che il pezzo difettoso provenga dall'aziend@ Soluzione
Anche qui applico laformula di Bayes o
"EAsA

EASA EA Eh ERA EAN EAA X EPH

P(E1) =20/100 = 1/5 probabilita’ che il pezzo provenga dall'azienda

P(&) = 30/100 = 3/10 probabilita’ che il pezzo provenga dall'aziend®8

P(E) =50/100 = 1/2 probabilita’ che il pezzo provenga dall'aziendd

P(E|&) = 3/100 probabilita' che il pezzo proveniente dall'aziendaA sia difettoso
P(E|E) = 4/100 = 1/25 probabilita’ che il pezzo proveniente dall'aziendeB sia difettoso

44


file:///C:/Users/Admin/Desktop/APPUNTI%20UNIVERSITA/Nuova%20Matematica/rip/mate/l/lc/lchfa.html
file:///C:/Users/Admin/Desktop/APPUNTI%20UNIVERSITA/Nuova%20Matematica/rip/mate/l/lc/lchfb.html

Prof. Dino Betti Ripasso di mataeatica: CALOOLO DHLE PROBABILITAQ PDF elaborato ddincenzo Solimando

P(E|Bs) = 2/100 = 1/50 probabilita’ che il pezzo proveniente dall'aziendeCsia difettoso
P(E|E) = probabilita’ che il pezzo difettoso provenga dall'aziend&
T

EAA T 53 77 77
7 7 )
- . - - 7 7 7 h a8 b

La probabilita’ che il pezzo difettoso provenga dall'aziend€e' del 36%
Da notare che il denominatore resta sempre uguale nei calcoli perverie aziende, cosa che rende molto piu' semplici i
calcoli

D. Teoria dei giochi

Come applicazione del calcolo della probabilita’' vediamara un cenno sulla teoria dei
giochi; questa parte e' importante soprattutto nei tecnici commerciali € nelle scuole ad
indirizzo commerciale perche’ tutte le assicurazioni sono strutturate come un gigantesco
gioco in cui si vince il premio dell'assicurazioe al verificarsi di dati eventi: tratteremo
I'argomento in matematica finanziaria.

1. Giochidi sorte

Parliamo ora dei giochi di sortegioe' di giochi in cui la vincita dipende solamente da un
evento casuale che puo' verificarsi (caso di vincita), oppure puo' noverificarsi (caso di
perdita).

Alla vincita od alla perdita al gioco €' legata I'acquisizione o la perditdi una determinata

somma.
Esempi

1) Lancio una moneta: se esce testa vinco 1 euro, se esce croce perdo 1 euro
Questo €' un gioco di sorte: la vincita oppure la perdita dipende dall’evento "uscita di testa”

2) Estraggo una carta da un mazzo di 40: se esce un asso vif@&uro, se esce una figura vinco 1 euro

Questo €' un gioco di sorte: la vincita oppure la perdita dipende dall'evento "uscita di un asso" oppure "uscita
di una figura.

Da notare che mentre il primo gioco e' "equilibrato” nel senso che posso sia vincetee perdere il secondo e’
"squilibrato”, perche' posso solamente vincerenaturalmente giochi del genere del secondo hanno solo un
significato "didattico".

3) Se faccio un gioco tipo briscola, tresette, scopa, scala 40,... questi non sono giourtk perche', anche se
conta il fatto di avere buone carte in mano, compare anche la bravura del giocatore che difficilmente €'
guantificabile, quindi tali giochi non li prenderemo in considerazione.

2. Speranza matematica

Consideriamo ora il concetto fondamentale base della teoria dei giochi: la speranza matematica

Definizione:
La speranza matematica €' il prodotto fra la somma dancere e la probabilita’ di vincerla
per indicarla useremo il simbolo:
Speranza matematica =Sp
essendoSla somma da vincere @ la probabilita’ di vincerla.
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Concettualmente lasperanza matematicae' il valore che vincerei (o perderei) in media in
ogni puntata se il gioco continuasse indefinitamente

Esempi:(vediamo di capire meglio il concetto cominciando dagésempi della pagina precedente)

1) Lancio una moneta: se esce testa vinco 1 eus® esce croce perdo 1 euro
1 Speranza matematica per "uscita di testa"

31T i A AA OET AAOA poO
Probabilita’ di uscita di testa = 1/2
Speranza matematica = §: poO pT¢ mhov©O
1 Speranza matematica per "uscita di croce"
Somma da vincere-p ‘O TACAOBGdrdopAOAEAD
Probabilita’ di uscita di croce = 1/2
Speranza matematica = .= -p O -mAg O
1 Speranza matematica totale = §; + Sp2 frhhu oo Tt

La speranza matematica del gioco €' nulla: cioe' se giocassi all'infinito dovrei aspettarmi digére in
media O euro per ogni puntata
Ho messo gli indici ad S perche' vi sono giochi in cui e' diversa la somma che si puo' vincere o perdere

2) Estraggo una carta da un mazzo di 40: se esce un asso vinco 5 euro, se esce una figura vinco 1 euro
1 Speranza matematica per "uscita di un assp"

31T T A AA OET AAOA voO
Probabilita’ di uscita di un asso = 4/40 = 1/10
Speranza matematica = . vo pTpm nhv©O
1 Speranza matematica per "uscita di una figura"
31T T A AA OET AAOA poO
Probabilita’ di uscita di croce = 12/40 = 3/10
Speranza matematica = > poO ofpm * mhooO
1 Speranza matematica totale = §1 + Spp2* nhvO nmhooO x mwhyoO

La speranza matematica del gioco e' 0,83 euro circa: cioe' cioe' se giocassi all'infinito dovrei
aspettarmi di vincere in media 0,83 euro per ogni giocata evidentemente e' un gioco sbilanciato, nel
senso che posso solo vincere e non perdere

3) Goco 1 euro al superenalotto: posso vincere 100.000.000 (cento milioni) di euro se indovino i sei numeri.
Calcolo la mia speranza matematica del gioco
1 Speranza matematica per "uscita di 6 numeri"

SiiT A AA OET AAOA pnmnnuannmnnO
Probabilita’ di uscita di 6 numeri in ordine=1/90 - 1/89 - 1/88 - 1/87 - 1/86 - 1/85 =
1/448.282.533.600

Pero' i miei numeri possono ugire in qualunque modo;se esce il numero 5 puo' uscire sia al primo
che al terzo posto, per me €' indifferente, quindi devo considerare le possibili sestine cige'
permutazioni semplicisu 6 oggetti:

permutazioni su 6 oggettip=6!=6-5-4-3-2-1=720

Probabilita’ di uscita di 6 numeri in ordine qualunque = 720/448.282.533.600 = 0,000000002circa 2
possibilita' su un miliardo!

Speranza matematica Sip: pnuanuannunnnmnO MTAMAAAANATC mM8¢CT
1 Speranza matematica per "non uscita di tutti e sei i numeri
Somma da vincere- p ‘Onegativo perche' lo perdo)
Probabilita’ di non uscita di tutti e sei i numeri = probabilita’ contraria = 1 - 0,000000002 =
0,999999998
Speranza matematica = $2=-p O Tt h 0 w-ard wxoxexop wwwP O
f Speranza matematica totale = 1 + Sp2* -l @ OO w w w wwhoyp DO *
La speranza matematica del gioco €0,80 euro circa: cioe' se giocassi 1 euro all'infinito, tra virike e
perdite, dovrei aspettarmi di perdere in media 0,80 euro per ogni giocata, cioe' per vincere una volta
cento milioni dovrei in media giocare cinquecento milioni in puntate in cui perdo (puntando un euro
per volta).
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Capito perche' non gioco al superralotto? Lo stato prende tutte le giocate, ne restituisce come premio il 20%
al vincitore e ne incamera I'80% (mia speranza matematica) . E' giusto dire che il gioco gestito dallo stato e’ il
sistema di far pagare le tasse a chi non sa la matematica.

3. Gioco equo

Abbiamo visto alcuni giochi in cui il gioco €' equilibrato, cioe' posso vincere o perdere (lancio di una moneta),
e, invece, giochi in cui la tendenza e' perdere (enalotto); questo ci porta a parlare di gioco equo, cioe' un gioco
in cui ci si confronti alla pari, con le stesse possibilita’ (non probabilita’) di vincita e di perdita.

Definizione:
Diremo che un gioco e' equo se la speranza matematica totale vale zero
Sp = §p1+ Sep2 + Sgp3 + ... +§n=0

Riprendiamo I'esempio gia' visto
1) Lancio una moneta: se esce testa vinco 1 euro, se esce croce perdo 1 euro
I Speranza matematica per "uscita di testa”

31T T A AA OET AAOA poO
Probabilita’ di uscita di testa = 1/2
Speranza matematica "esce testa"=%p p O pTg nhovO
1 Speranza matematicduscita di croce"
Somma da vincere-p O TACAOGEOT DPAOAEAL 11 BDAOAI
Probabilita’ di uscita di croce = 1/2
Speranza matematica "esce croce" = 8p -p O -mho O
1 Speranza matematica totale = Sp+ Sp; frhhuyoo Tt

Essendo la speranza matematictotale uguale a zero il gioco e' equo
Distinguiamo comunque i due casi

1 Gioco equo con probabilita’ certe
1 Gioco equo con probabilita’ soggettive

a) Gioco equo con pbabilita' certe

Nel gioco con probabilita’ certe e' possibile usare in modo esatto gli strumenti matematici
possibili per determinarne probabilita’ di vincita e di perdita, equita’ del gioco, eccetera
E' anche possille pensare di costruire dei giochcomplessi in cui le speranze matematiche

dei singoli giocatori siano esattamente equilibrae.
Esempi:

Estraggo una carta da un mazzo di 40: punto 1 euro per giocare; se esce un asso vinco 8 euro
Calcoliamo la speranza matematica del gioco relativamente al giocatore
I Speranza matematica per "uscita di un assp"

311 1T A AA OET AAOA yoO
Probabilita’ di uscita di un asso = 4/40 = 1/10
Speranza matematica = yo pT¥pm mhyo
1 Speranza matematica pefpunto 1 euro ogni volta™
Somma da vincere-p ‘O TACAOEOI DAOGAEAs 11 PAOAT OAI PO

Probabilita’ di giocare = 1 (e' certo che ogni volta pago la posta per giocare)
Speranza matematica=$.=-pO0 -p pO
§ Speranza matematica totale = $1 + Syp2~+0,80-p 0 -th ¢ O
La speranza matematica del gioco €0,20 euro circa: cioe' se giocassi un euro per volta all'infinito dovrei
aspettarmi di perdere in media 20 centesimi di euro per ogni giocata fatta.
Detto in altro modo: il banco prende il mio euro e, imedia, me ne restituisce I'80% e ne incamera il 20%
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Nel gioco precedente calcoliamo quanto dovrei guadagnare quando esce I'asso perche' il gioco sia.equo
Perche' il gioco sia equo la speranza matematica deve essere zero

Sp1+Sp2=0

Ho:

p1 = probabilita’ di uscita di un asso = 1/10

S somma da puntare ogni volta=p 'O

p2 = probabilita’ di giocare la partita (evento certo) = 1

S = incognita da determinare perche' il gioco sia equo

S-110-p 0O o m
1/10 S; p'O

S pn PO

S pm ©

quindi perche' il gioco sia equo dovrei riscuotere 10 euro ogni volta che viene eatto l'asso.

b)  Gioco equo con probabilita’ soggettive

Nel gioco con probabilita'soggettive non e' possibile usare in modo esatto gli strumenti
matematici possibili per determinarne probabilita’ di vincita e di perdita, equita’ del gioco,
eccetera

Un uso efficace di tali strumenti dipende sia dalleonoscenze pregresse sull'argomento che
dall'intuito e dall'intelligenza dell'operatore che imposta il gioco

Esempio:
In una corsa ippica il cavallo "Bertrando"” e' dato "Vincente" con probabilita’ p=30%.
*TE ATTEAOAOT OER A nEOHA OAT TAEOTOA AOETEA RGO AAREcp mO O AA
Calcoliamo la speranza matematica del gioco relativamente ad un allibratore
1 Speranza matematica
Somma da pagare o 11 O AAT D OIT Olbratdr&la Ofna®@ Aa padade)l o Al 1 E
Probabilita’ di vincita del cavallo p= 30/100 = 0,3
Speranza matematica=§1=-c 1O -widh o
T 3PAOAT UA | AOCAI ACEAA PAO e¢eCEI AAOA AE pmnOc
Somma da pagare + 1@ bl OEOEOA DPAO 1 oAI 1T EAOAOQI OA
Probabilita’ di puntare = 1 (e' certo che ogni volta punto per giocare)
Speranza mateméca = Sp- pmto p pt O
1 Speranza matematica totale = §1+ Sp2= -w O pmtoO p O

La speranza matematica del gioco €' + 1 euro
Sembra poco. ma con un giro di puntate di 20.000 euro si tradurrebbero in 2.000 euro, cioe' all'allibratore va il 1@Blle somme giocate

Nel gioco precedente, se l'allibratore sapesse (da un'informazione riservata) che il fantino abituale del cavallo
si e' preso l'influenza e, pur partecipando alla corsa, non sara' nella forma migliore, potrebbe pensare che le
probabilita’ di vincita del cavallo scendano al 20%, e quindi calcoliamo quanto deve pagare l'allibratore, in
caso di vincita del cavallo per guadagnare in media 1,50 eyaffrendo una vincita comunqgue superiore
rispetto agli altri allibratori .

Perche' il giocoabbia speranza matematica +1,50 euro dovra' essere

Sip1 + Sop2 phumo

Ho:

p1 = probabilita’ di vincita del cavallo = 20% = 0,2

S somma che l'allibratore paga: da determinare

p2 = probabilita’ di puntare (evento certo) =1

S O1IiiT A AA pbT OAOA p MO
S Tnhg pmo p phuvmo
1581 pnoO phuvmo

158 ph-pm©

1/5S;=-¢phvmo

S=-pyhouvmno v

S=-t¢humnO
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Quindi l'allibratore potrebbe offrire il cavallo 4,25 a 1 e, naturalmente, raccoglierebbe un maggior numero di
scommesse rispetto aglaltri allibratori che offrono il cavallo 3a 1

Supponiamo che l'allibratore, per avere cifreaonde, offra il cavallo a 4 a 1galcoliamo la sua speranza
matematica
1 Speranza matematica
Somma da pagare T 1O AAl B OI1 Olbratdrdla Orkn@ © da pAghre)i o AT 1 E
Probabilita’ di vincita del cavallo p;= 20/100 = 0,2
Speranza matematica=§1=-1 1O -0oh ¢
T 3PDAOAT UA | AOGATI AOCEAA PAO c¢CET AAOA AE pnoOec
Somma da pagare + 1@ bl OEOEOA DPAO 1T oAl T EAOAOQT OA
Probabilita’ di puntare = 1 (e' certo che ognivolta punto per giocare)
Speranza matematica = $- pmtoO p pmt O
1 Speranza matematica totale = §1+ Sp2= - O pmto ¢ O
Quindi l'allibratore, offrendo il cavallo 4 a 1, pensa di avere una speranza matematica di 2 euro cioe' il suo
guadagno passal 20% delle somme giocate

A parte I'esempio, forse non proprio ortodosso, spero di sverti mostrato qual'e’ I'importanza, per una corretta
applicazione della probabilita’' soggettiva, di avere il maggior numero possibile di informazioni.

4. 1l gioco organizzato

Quando si organizza un gioco occorre partire dall'impostare il gioco equo e,
successivamente, variare le probabilitadi vincita per ritagliare una percentuale di
guadagno per l'organizzatore, ricordando che, per avere una vincita molto probabile,
bisogna aumentare il numero di partite giocate

Vediamo un esempio classico

Nel gioco della Roulette puoi puntare i numeri da 1 a 36, e, se esce il numero puntato, ritiri la tua puntata e 35
volte la posta giocata. Messo cosi' il gioco e' equo: vinco una volta ogni 36 e ricevo 36 volte la posta giocata
(35 volte piu' la mia puntata). Allora per introdurre un guadagno per la casa da gioco viene introdotto il
numero zero; in questo modo vinco una volta ogni 37 e ricevo 36 volte la posta giocata; in media la casa da
gioco ha un guadagno pari ad 1/37 delle somme giocate.

Alcune case dayioco giudicano insufficiente una tale vincita e quindi introducono anche il doppio zero, in tal
caso il guadagno della casa da gioco €' di 2/38 = 1/19 delle somme giocate

Un esempio di gioco costruito a tavolino e' appunto il Superenalotto: gioco inide
probabilita’ di vincere sonotalmente minuscole( Scheda nDI) da far lievitare il premio
fino asomme superioriai 100.000.000 (cento milioni) di euro.

Una volta c'era una legge per cui lo stato, gestendo un gioco, poteva ritirare al massimo |l
65% della somma giocata restituendo con le vincite il restante 35% (la mia memoria non
mi permette di giurare su tali percentuali).

Spero che tale legge sia ancora valida, ma non ci giurerei, viste le probabilita’ del
superenalotto.

C'e' anche da dire che nel superenato le possibilita’ di vincita sono talmente esigue che,
facendo un 5+1, lo stato restituirebbe solamente il 20%sallora, forse, le somme restanti
vengono restituite ponendo una vincita anche per quaterne e cinquine ed introducendo
numeri jolly.

Scheda n DI Probabilita di vincita
In effetti le probabilita’ di vincita per il superenalotto sono (I'abbiamo gia' visto ma lo ripeto)
probabilita’ di uscita di 6 numeri in ordine =
=1/90 - 1/89 - 1/88 - 1/87 - 1/86 - 1/85 = 1/448.282.533.600
Pero' i numeri possono uscire in qualunque modo: se esce il numero 5 puo' uscire sia al primo che al terzo
posto, e' indifferente, quindi devo considerare le possibili sestineioe’ le permutazioni semplicisu 6 oggetti
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permutazioni su 6 oggettip=6!=6-5-4-3-2-1=720

Probabilita’ di uscita di 6 numeri in ordine qualunque = 720/448.282.533.600 = 0,000000002

cioe' possono uscire due volte su un mairdo, cioe' una volta su 500 milioni di volte

Quindi se 50 milioni di cittadini italiani giocassero una scheda di una combinazione al superenalotto ogni
settimana dovremmo aspettarci, in media, una vincita ogni 10 settimane

Piu’ cittadini lo stato invogliera' a giocare e piu' spesso ci saranno vincite e, naturalmente, maggiori saranno i
guadagni per lo stato

Proviamo come esercizio a costruire un semplice gioco organizzato
Prendiamo il gioco:
estrarre una carta da un mazzo di 40
Partiamo dal goco equa
Supponiamo di pagare una somma per I'evento "uscita di un asso" ed un'altra somma per I'evento "uscita di
una carta di denari".
Siccome esiste I'asso di denari consideriamo allora tre eventi
E: uscita dell'asso di denari
E; uscita diun asso diverso dall'asso di denari
Es uscita di una cata di denari diversa dall'asso
La somma da giocare sia sempre 1 euro e la posta non venga restituita in caso di vincita
Le probabilita’ sono:
p1 = probabilita’ di uscita dell'asso di denari = 1/40
p2 = probabilita’ di uscita di asso non di denari = 3/40
pz = probabilita’ di uscita di carta di denari non asso = 9/40
Per invogliare al gioco poniamo un premio piu’ greso sull'evento piu' difficile;ad esempia
S ¢¢ O OA AOGAA 12AO0O01T AE AAT AOE
S o 0 OA AOGAA 12AO001 111 AE AAT AOE
S p O OAOOEOOEOAT 1 A Pi OOA OA AOGAA O1 AAT AOE AEOAO
In queste condizioni il gioco e' equo, infatti la speranza matematica di chi tiene il banco e’
S pla fDOntata
p4 = probabilita’ di riscuotere la puntata (evento certo) = 1
Sips PO
e facendo la somma di tutte le speranze matematiche (considerandole relativamente al barco)
SpitSep2+ SsPst Sapa=
=-¢¢O -ofOfF Tr@d@ TN Wwld0M0= (T T-aDT ¥ T 10 poO
=tnftnO pPO pO m
Ora devo decidere quanto voglio guadagnare in media ogni 40 giocate:
Cosi' com'e' il gioco ogni 40 giocate
esce una volta I'asso di denari
escono tre volte gli altri assi
escono 9 volte arte non di denari diverse dall'asso
27 volte escono altre carte

=A =4 =4 A

Posso intervenire in vari modi:

Potrei intervenire sulla vincita principale, ma forse non mi conviene perche' e' quella che attira i

giocatori, anche se una vincita di 20 euro, invece @R, ' sempre buona e la cifra tonda fa piu’

impressione

A Nemmeno mi conviene intervenire nella vincita minore perche' €' quella che, visto il maggior numero
di uscite, da'l'impressione di vincere facilmente

A TE AT1TOEATA ET OAOOAT EOA OOI 1T A OET AEOA PAO ¢ OOAE
in questo modo la mia speranza matematica no#l piu' nulla ma sale a 3/40, cioe' ogni 40 partite io
guadagnero' in media 3 euro

p>N

Spi1+Sp2+Szpz+ Sapsa=
=-¢¢0O I Tm@dTtn wlitn T T-@ Dt Wi it O poO
=-oxftmnmoO pO cftnO

Per uso didattico trasformiamo il gioco in questo modo:

Estraggo una carta da un mazzo di 40, e la pongo coperta sul tavolo:
Pongo 1 euro sulla carta:

Se la carta e' I'asso di denari ricevo 21 euro piu' la mia posta
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Se la carta e' un asso diverso da quello di denari ricevo 1 eurasplia mia posta

Se la carta e' una figura di denari posso ritirare la mia posta

Se la carta e' diversa dalle precedenti perdo 1 euro

Evidentemente e' lo stesso gioco, solo che la posta non viene pagata prima del gioco, ma messa sulla carta in
gioco.

Infatti la speranza matematica, riferita al giocatore, e

Sp=21-1/40+1-3/40+0-9/40-1-27/40=-c 71 nm O

Faremo riferimento, in futuro, a questa forma del gioco

5. Teorema della rovina del giocatore

Vale il seguente teorema:
In un gioco equo contro un banco illimitato ogni giocatore e' destinato a paere

Vediamo di capire osa significa e perche' succede.

Consideriamo un gioco equo, tipo ad esempio il lancio di una moneta:

se esce testa vinciamo 1 eutcse esce croce perdiamo 1 euro.

Sappiamo che all'aumentare delle prove fatte la frequenzaavvicina al valore della
probabilita’; pero' lo scarto tra le uscite di testa e di croce aumenta comunque.

disponibilita* del giocatore}

N Lo, /\/
o \/ N/ Guadagno zero

Quando il gioco si sviluppa, quindi, la linea del guadagno e delle perdite (in blu), a causa
degli scarti, oscilla attorno alla linea del guadagnpero (essendo il gioco equa)ma le
oscillazioni possono essere piu’' 0 meno ampigon appena una linea abbastanza ampia
supera la disponibilita’ del giocatore (in rosso) il giocatore ha perso tutto, mentre il banco,
avendo possibilita’ illimitate, continuera’ sempre a giocare

Ancora peggio sara’ per il giocatore nel gioco organizzato in quanto il guadagno costante
del banco rende la retta "guadagno zero" inclinata (I'inclinazione della retta "guadagno
zero" per il giocatore sara' tanto maggiore quanto rggiore €' la percentuale di guadagno
del banco).

Disponibilita’ del giocatore e

Uadagno zero
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In questo caso, come puoi vedere dal grafico, il giocatore e' destinato a perdere piu’
velocemente perche' gli scarti si sviluppano attorno alla retta nera che, stavolta, e' obliqua

Come puoi vederd'unico sistema per non perdere sistematicamente al gioco e' giocare con un amico ed alle
stesse probabilita’ (gioco equo).

Se vuoi provare una volta a giocare ad un gioco organizzato allora ti conviene fare un'unica puntata e poi,
comungue vada, smetterali giocare.

Se non altro limiterai le perdite

Ricordo una volta che, entrato in un bar con un amico, costui, dopo pagate le consumazioni, chiese un gratta e
vinci da 5 euro e, grattando, vinse la somma di 5 euro.

Presento' il tagliando al negoziante chegronto, gli porse un altro gratta e vinci, ma il mio amico:

"No, grazie, preferisco i 5 euro”

Intasco' il denaro ed uscimmo dal bar.

E. Distribuzioni di probabilita’

Distinguiamo i casi in cui le variabili casuali siano discrete dal caso in cui si presentino in
forma continua:

T Variabili aleatorie discrete

1 Variabili aleatorie continue

1. Variabili aleatorie discrete

Parleremo di variabili aleatorie discrete quando l'insieme dei valori possibili sara’ finito,
cioe' avremo un numero finito di probabilita’ e quindi di eventi diversi

Esempio: nel lancio di una moneta ho due probabilita’ relative a due eventi diversi
testa conp=1/2

croce conp=1/2

quindi il lancio di una moneta ha un numero discreto (2) di probabilita’.

a) Variabile aleatoria (casuale)

Definizione:
La variabile aleatoria e' una variabile che puo' assumere valori diversi in corrispondenza di
altrettanti eventi che costituiscono una partizione dello spazio delle probabilita’

Vediamo su un esempio gia' fatto: P
estrarre unacarta da un mazzo di 40 B
. . . . 2z
Consideriamo gli eventi — S

E; uscita dell'asso di denari e vincita di 21 euro (1 carta)

E uscita di un asso diverso dall'asso di denari e vincita di 1 euro (3 carte)
Es uscita di una carta di denari diversa dall'asso ne' vincita n@erdita (9
carte)

E4 uscita di una diversa dalle precederntperdita di 1 euro (27 carte)

Le probabilita’ sono:

p1 = probabilita’ di uscita dell'asso di denari = 1/40

p2 = probabilita’ di uscita di asso non di denari = 3/40

ps = probabilita’ di uscita di carta di denari non asso = 9/40

ps = probabilita’ di uscita di una carta diversadalle precedenti = 27/40

p, = 9/40

Ex Eq

Per calcolarla basta fare la probabilita' contraria
Pa=1-p1-p2-pz=1-1/40 -3/40 -9/40 = 27/40
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Nella partizione delo spazio delle probabilita’ negli spazi degli eventi £ &, B ed E ho indicato i rispettivi valori delle
probabilita’ degli eventi considerati

In pratica la variabile aleatoriaXe' la funzione che associa ad ogni evento di una partizione
un numero reale legato alla probabilita’ dell'evento

Nell'esenpio sopra indicato abbiamo cha valori della variabile aleatoriaX sono i premi
pagati legati ale loro probabilita’:

X(Ex cp10/401T 1T B

X(E)=p O AH3M40 B

X(E)= 1 O Ad940 P

X(E)=-p O AH27/40D

Da notare che lavoriamo su una partizione dello spazio degli eventi e quindi la somma di tutte le probabilita
deve sempredare come risultato 1
1/40 + 3/40 + 9/40 + 27/40 = 40/40 = 1

D'ora in avanti chiamiamo la variabile aleatoriaX e gli agomentiX; invece diX(E) per
semplicita’.

Possiamo utilizzare un metodo per rappresentare la variabile aleatoria (distribuziondella
variabile aleatoria):

X|X1X2X3 ......... Xq

Pr | P1 P2 P3 e Pn
Nell'esempio precedente legando agli eventi il numero di carte che corrispondono
all'evento avrema:

X| 21 1 0 -1

Pr| 1/40 3/40 9/40 27/40

Naturalmente i numeri sull'asse orizzontale della figura a destra non corrispondono ]
ad una distanza ma solamente alla denominazione dell'evento.

E' preferibile mettere in ordine crescente il valore della somma persa o vintal, 0,
+1, +21 (vedi il giocogia' sviluppato in fondo alla paginadel capitolo precedente)

Sevuoi vedereun altro esercizio, eccolo:
Trovare le variabili aleatorie per l'evento: lancio contemporareo di due monete
Consideriamo gli eventt
X1 uscita di due teste
X; uscita di una testa ed una croce
Xz uscita di due croci
Le probabilita’ sono:
p1 = probabilita’ di due teste= 1/4
p2 = probabilita’ di uscita di una testa ed una croce 2/4
ps = probabilita’ di uscita di due croci= 1/4
Vedi Scheda nEl
| valori della variabile aleatoriapx = f(Ex) sono:
f(Xl) =p1= 1/4
f(Xz) =p2= 1/2
f(X3) =pP3= 1/4
Da notare che lavoriamo su una partizione dello spazio degli eventi e quindi la somma di tutte le probabilita’
deve sempre dare come risultato 1
1/4+1/2+1/4=4/4=1
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Rappresentiamo & variabile aleatoria v
Essendo un evento simmetrico, (nel senso che abbiamo stesse possibilita’ per testa
per croce) ci conviene rappresentare gli eventi con i numeril, 0, +1 ottenendo in

guesto modo una rappresentazione con asse verticale centrale. ”‘I r
X -1 0 +1 . — -
f | 1/4 1/2 1/4
Scheda nEl
Probabilita di due teste:

In questo caso ho che deve essere:

la prima testa e la seconda testa essendo il lancio contemporaneo devo considerare assieme queste possibilita’
Protale = 1/2 - 1/12 = 1/4

tt testala prima e testala secondp = 1/4

Ti ricordo che

la prima .... e la secondsi traforma in un prodotto (La particella e significa prodotto)

Probabilita di una testa ed una croce:

In questo caso ho che puo' essere

tc laprimatesta e la seconda croge=1/2 - 1/2 =1/4

ct laprima croce e la seconda testa=1/2 - 1/2 =1/4

Essendo il lancio contemporaneo per questo evento devo considerare assieme entrambe le possibilita’ (o vale la prima o
vale la seconda)

Ptotale = 1/4 + 1/4 = 1/2

Ti ricordo che

la prima .... e la secondsi traforma in un prodotto (La particella e significa prodotto)

o la prima .... o la seconds trasforma in una somma (La particella o significa prodotto)

Probabilita di due croci:

In questo caso ho che deve essere

la prima croce e la seconda croce essendo il lancio contemporaneo devo considerare assieme queste possibilita’
Protale = 1/2 - 1/2 =1/4

cc croce la prima e croce la seconda= 1/4

Ti ricordo che

la prima .... da secondasi traforma in un prodotto (La particella e significa prodotto)

Altro esempio:

Consideriamo le probabilita’ di uscita della faccia di un dado
E: uscita del punteggio 1

E; uscita del punteggio 2

Es uscita del punteggio 3

E4 uscita del punteggio 4

Es uscita del punteggio 5

Es uscita del punteggio 6

Le relative probabilita’ sono:

p1 = probabilita’ di uscita del punteggio 1 = 1/6

p2 = probabilita’ di uscita del punteggio 2 = 1/6

pz = probabilita’ di uscita del punteggio 3 = 1/6 T2 3 a4 6 X
p4 = probabilita’ di uscita del punteggio 4 = 1/6
ps = probabilita’ di uscita del punteggio 5 = 1/6
pes = probabilita’ di uscita del punteggio 6 = 1/6
possiamo usare la rappresentazione

x| 1 2 3 a4 5 6

f| 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

b)  Funzione di ripartizione

La funzione di ripartizione viene introdotta per aiutarci a studiare le distribuzioni di
probabilita’.
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Definizione:
Sa f(X) una variabile aleatoria;allora si dice funzione di ripartizione F della variabile
aleatoria f(X) la funzione

F:R>R

definita come la somma dei valori precedenti od uguali un dato valore associato ad un
blocco della partizione

F(x) = ¢ hig AB

In pratica devi prendere la probabilita’ del primo blocco, poi la
probabilita’ del primo e del secondo e sommarle, poi la

6/6 —

probabilita’ del primo, del secondo e del terzo e sommarle,... e c

via.
Quindi la funzione di ripartizione diventa una funzione "a scalini’ | |
Esempio: [ ]

Nel caso visto del lancio di un dado avremo che la funzione di
ripartizione assume i valori:

F(X) = 1/6

F(X2) =1/6 + 1/6 = 2/6

F(X3)=1/6 + 1/6 + 1/6 = 3/6

F(Xs) =1/6 + 1/6 + 1/6 + 1/6 = 4/6

F(Xs)=1/6 +1/ 6 +1/6 +1/6 + 1/6 =5/6

F(Xs)=1/6 + 1/6 + 1/6 + 1/6 + 1/6 + 1/6 = 6/6

Come tabella avremo

X 1 2 3 4 5 6

Pr 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

F(X) | 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 6/6

Vediamo su un altro esempio gia' sviluppato.
Estrarre una carta da unmazzo di 40

Eventi (ordiniamo secondo la vincita).
X uscita di una diversa dalle seguenti perdita di 1 euro (27 carte) 39/40 90/40
Xo uscita di una carta di denari diversa dall'asso vincita di O euro (9 carte)
Xs uscita di un asso diverso dall'asso di denari vincita di 1 euro (3 carte) i
X4 uscita dell'asso di denari, vincita di 21 euro (1 carta)
Probabilita’ :
p1 = probabilita’ di uscita di una carta diversa dalle seguenti = 27/40 27,40
p2 = probabilita’ d i uscita di carta di denari non asso = 9/40
ps = probabilita’ di uscita di asso non di denari = 3/40
p2 = probabilita’ di uscita dell'asso di denari = 1/40
La funzione di ripartizione sara":
X -1 0 1 21
Pr 27/40 9/40 3/40  1/40
-1 1 21
F(X) 27/40 36/40 39/40 40/40

La funzione di ripartizione verra' usata in quei problemi in cui si chiede di calcolare valori
inferiori o superiori ad un valore prefissato.
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c) Valore medio di una variabile aleatoria

Talvolta i dati portati da una distribuzione di probabilita’ sono sovrabbondanti, nel senso
che,per le applicazioni, puo' essere sufficiente conoscerualche valore caratteristico.
Come in fisica, talvolta, per studiare il moto di un sistema e' sufficientéigdiarne il moto
del baricentro; il valore medio (chiamato anche speranza matematica) e' I'equivalente in
teoria della probabilita’ del baricentro di un sistema in fisica

Il valore medio , in particolare, €' molto utile quand@abbiamo unelevato numero di dati

(nota) che siano abbastanza "raggruppati".
Nota:'effettiva rappresentativita' del valore medio e' affidata al fatto di aver un
grande numero di dati ed abbastanza raggruppati:
Se ad esmpio dico che
il signor Rossi mangia 10 polli
ed il signor Bianchi O polli
il valore medio
M=(10+0)2=5
non ha un grande significato.
Mentre se dicessi:
Bianchi mangia 10 polli
Rossi mangia 8 polli
Verdi mangia 12 polli
Gialli mangia 9 polli
Neri mangia 11 polli
Allora il valore medio
M=(10+8+12+9+11)/5=10
Effettivamente significa un reale consumo medio distribuito fra la popolazione
considerata

Definizione:

Il valore medio M(X) = m della variabile aleatoria X e' la somma dei prodottli ogni valore
Xi della variabile aleatoria per la rispettiva probabilita’ p

m = M(X)= X1p1 + Xop2 + X3p3 + .... + Xapn

Qualche libro usa il simbolqu

Relativamente al suo significato potremmo anche usare questa definizione:
Il valore medio di una variabile aleatoria rappresenta la previsione teorica del valore che
mediamente tale variabile assumera’ nell'ipotesi di eseguire un numero elevato di prove

Prendiamo il solito esempio del lancio di un dado:
X |1 2 3 4 5 6

Pr | 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Avremo:

m=M(X)=1-1/6+2-1/6+3-1/6+4-1/6+5-1/6+6-1/6=21/6=7/2=3,5

In pratica il valore medio si stabilisce fra i valori 3 e 4 dei dadi: cioe' se facessi un gran numero di lanci e
considerassi lamedia di tutte le uscite troverei 3,5.

Vediamo su un altro esempio gia' sviluppato perche' il valore medio viene anche chiamato speranza
matematica:
Estrarre una carta da un mazzo di 40
Eventi:
X1 Perdo 1 euro se esce una carta diversa dalle seguenti (27 carte)
Xz Vinco 0 (riprendo la posta) se esce una carta di denari diversa dall'asso (9 carte)
Xz Vinco 1 euro se esce un asso diverso dall'asso di denari (sarebbero 2 ma ho pagato lag)d8t carte)
X4 Vinco 21 euro se esce l'asso di denari (sarebbero 22 ma pagato la posta) (1 carta)

Probabilita’:
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p:1 = probabilita’ di uscita di una carta diversa dalle precedenti = 27/40
p2 = probabilita’ di uscita di carta di denari non asso = 9/40
ps = probabilita’ di uscita di asso non di denari = 3/40
ps = probabilita’ di uscita dell'asso di denari = 1/40
La variabile aleatoria e!

X |—1 0 1 21

Pr | 27/40 9/40  3/40 1/40

Il valore medio et
m=M(x)=-1-27/40+0-9/40+1 - 3/40 + 21 - 1/40 = -3/40

Come vedi il valore medio, in questo caso in cui abbiamo preso come X le somme da vincere (perdere),

Corrisponde esattamente alla speranza matematica gia' trovata
Guarda alla fine dell'esercizio che abbiamo gi&tto in fondo alla pagina

d) Varianza

Per poter avereunabuonarappresentativita' del valore medioe' necessario introdurre un
indice che misuri di quanto il valore medio si discosta dai dati, cioe' karianza

Consideriamo una variabile aleatoria
X | X Xe Xa e X,

Pr | p1 P2 P3 e Pn
Sem = M(X) e' il suo valore medio, esso sara' rappresentativo se si discosta poco dai valori
della variabile, cioe' se gli scarti
M(X) - X«
Sono abbastanza piccoli, quindi dovrei fare una nuova tabella con gli scarti
Pero', invece di considerare tutti i valori degli scarti devo cercare di concentrare |l
significato in un dato unico: lavarianza, che misurera’ la dispersione dei valori attorno al
valore medio.
Definizione
La varianza €' il valor medio del quadrato ddgscarti, cioe' la la somma dei quadrati degli
scarti per le relative probabilita’.
Viene indicata con i simbolVar(X) oppure A2(X):
L) =MX-m?2= . " ER A ol

Se vuoi approfondire e vedereautto il ragionamento per trovare la formula, eccolo:

Data la variabile aleatoria

Xi | X1 X2 X Xn

f p1 p2 pz Pn

M(X) sara' una media rappresentativa se i valori della media si scostano poco da quelli della variabile, cioe'
se sono abbastanza piccoli gli scarti (differenze fra la media ed i valori)

M(X)-X1, M(X)-X2, M(X)-X3, «eerveerrenne MEX),

Pero' usareuna tabella e' poco pratico: piu' utile €' concentrare i risultati in un unico numero
Il calcolo piu' intuitivo sembra essere di farne il valore medio.

Valore medio =

=M(X) -Xa] p1 + [M(X) -Xz] p2 + [M(X) -Xs] p3 + ... + [M(X)-Xn] pn =

eseguo le moltipli@zioni:

= M(X)p 1-Xip1 + M(X)p 2-Xep2 + M(X)p 3-X3p3 + ... + M(X)Pn-Xapn =

Raggruppo i termini positivi e negativi

=MX)p1+ M(X)p2+ M(X)p3+ ... + M(X)pn - Xep1 -Xop2 -X3p3 ..-XnPn =

Tra quelli positivi raccolgo M(X), fra quelli negativi raccolgo isegno meno
=MX)[p1+p2+ps+ ...+ pn] -( Xap1 +X2p2 +X3Pp3 ... +Xpn=
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Ora so che la somma delle probabilita’ vale 1 e che la somma dopo il segno meno €' il valore medio M(X),
quindi ottengo:

=MX) -M(X)=0

quindi la scelta della media degli scarthon va bene

Allora prendiamo i quadrati degli scarti, perche' essendo tutti positivi, facendone la somma non otterremo
un valore nullo.

Prendo i quadrati degli scarti

M(X)-Xa]2, [M(X)-Xz]?, [M(X)-Xs]2, ... [M(X) -Xa]2,

La media sara':

R2(X) =

= [M(X) -Xa]2 p1 + [M(X) -Xe]2 p2 + [M(X) -X5]2 p3 + ... + [M(X)-Xa]? pn

Di solito si saive nella forma piu' compatta:

A2(X) = ER 0y ol

La varianza indica la concentrazione, quindi:
Minore e’ lavarianza e maggiore e’ la concentrazione der dati attorno al valore medio
Magagiore e'la varianza e maggiore e'la dispersione dei dati attorno al valore medio

Prendiamo il solito esempio del lancio di un dado:
x| 1 2 3 4 5 6

Pr| 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Avremo

MX)=1-1/6+2-1/6+3-1/6+4-1/6+5-1/6+6-1/6=21/6=7/2=3,5

Quindi la varianza sara’

R2(X) =(1-7/2)2- 1/6 + (2-7/2) 2- 1/6 + (3-7/2) 2- 1/6 +(4 - 7/2) 2- 1/6 + (5-7/2) 2- 1/6 +(6 - 7/2) 2- 1/6 =
=(-5/2) 2. 1/6 + (-3/2) 2- 1/6 + (-1/2) 2- 1/6 +(1/2) 2- 1/6 + (3/2) 2- 1/6 +(5/2) 2- 1/6 =

=(25/4) - 1/6 +9/4 - 1/6 + 1/4 - 1/6 + 1/4 - 1/6 + 9/4 - 1/6 + 25/4 - 1/6 =

=25/24 + 9/24 + 1/24 + 1/24 + 9/24 + 25/24 =

=70/24 = 35/12

cioe' la varianza dei dati attorno al valore medidn questo caso vale circa 3

Per il calcolo pratico della varianza spesso €' utile la formula

A2(X) = M(X?)- m2 = M(X?)- [M(X)]2

Dimostrazione:
A2(X) = M(X-m)2 = M(X2-2mX + m2 = M(X2) - M(2mX) + M(m2) =
Sappiamo che m e' una costante quindli(m2)=m2.
Utilizziamo poi la considerazione che il valore medio del prodotto di una variabile casuale per una costante e'
uguale alla costante per il valore medio della variabileasuale se vuoi vedere la dimostraziond Nota):
=M(X2) -2mM(X) + m2 =
essendom = M(X):
= M(X?) -2M(X)M(X) + [M(X)] 2 = M(X?) -2[M(X)] 2 + [M(X)] 2 = M(X?)- [M(X)] 2
Nota Dimostriamo che il valore medio del prodotto di una variabilecasuale per una costante e' uguale alla
costante per il valore medio della variabile casuale
La dimostrazione e' elementare
Consideriamo la variabile casuale

kX | kX1 kX2 kXs .l kXn

Pr

p1 p2 08  oocoooooc Pn

Essendok una costante, Hora il valore medio e".
M(kX) = kX1p1 + kXzpz + kX3ps + .... +kXapn =
Raccolgok

= k(X 1p1 + Xopz2 + X3p3 + .... +Xapn) = K[M(X)]
Come volevama

Applichiamo la formula all'esempio precedente
m=MX)=1-1/6+2-1/6+3-1/6+4-1/6+5-1/6+6 -1/6 =21/6
M(X?)=1-1/6+4-1/6+9-1/6+16-1/6 +25-1/6 +36 - 1/6 = 1/6 + 4/6 + 9/6 + 16/6 + 25/6 +
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36/6 = 91/6

m2= 441 /36

Quindi:

A2(X) = M(X?) - [M(X)] 2=M(X?) -m2=91/ 6 - 441 /36 = 105/36 = 35/ 12
Come avevamo gia' trovato.

e) Scarto quadratico medio

Siccome la varianza e' una quantita’ di secondo grado (essendovi i quadrati degli scarti) al
Suo posto si considera spesso la sua radice quadrata, (in modo da avere valori dello stesso
ordine dei dati) che viene indicata comescarto quadratico media

Definizione:

Lo scarto quadratico medio €' la radice quadrata del valore della varianza

Viene indicata con il simboloA 8

£ 8 ~ENR Ny 014

Prendiamo il solito esempio del lancio di un dado:

X | 1 2 3 4 5 6
Pr | 16 Ue 16 16 16 1
Avremo:

A2(X) = 35/12
Quindi lo scarto quadratico medio €
A 8 T x h

f) Distribuzioni di_probabilita’ discrete

Data la variabile aleatoria
X | X Xe Xg e X,

Pr | P1 P2 P3 e Pn
La tabella rappresenta la corrispondenza fra il valore dellX ed il relativo valore di
probabilita’; questa corrispondenza definisce una legge che lega i valori deXalle
rispettive probabilita’.
Tale legge e' detta anche funzione distribuzione di probabilita’ .
Analizziamo ora alcune delle distribuzioni diprobabilita’ che capitano in problemi che si
presentano con maggior frequenza

¢ Distribuzione binomiale
1 Distribuzione geometrica
¢ Distribuzione di Poisson

(1) Distribuzione binomiale

Analizziamo ora ladistribuzione binomiale o di Bernoulli; che si ha quando dobbiamo
considerare sia la probabilita’ di un evento che la sua probabilita’ contraria su un grande
numero di prove:

1 Problema delle prove ripetute

T Un esempio per capire meglio
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T Distribuzione binomiale (o di Bernoulli)
1 Caratteristiche

(@)  // problema delle prove ripetute

Uno dei problemi che capitano frequentemente nel calcolo di probabilita’ e' quello di
calcolare la probabilita’ che un dato evento capiti k volte su n provdfettuate.
Esempio:

Lanciando 5 volte un dado che probabilita’ ho di ottenere 3 volte il valore 3?

Supponiamo, per iniziare, che mi interessi I'ordine di uscita quindi il mio problema diventi; ad esempio:
Lanciando 5 volte un dado che probabilita’ hdi ottenere prima due volte 3, poi due numeri diversi ed infine
ancora il valore 3?

In questo caso il problema €' elementare:

deve uscire tre e poi deve uscire tre e poi deve uscire un numero diverso da 3 e poi deve uscire un numero
diverso da 3 e poi deveauscire 3

33aa3

con a che indica un altro valore (diverso da 3)

Abbiamo quindi le probabilita”:

1/6 probabilita’ di uscita del valore 3

5/6 = 1 -1/6 probabilita’ di uscita di un numero diverso da 3 (probabilita’ contraria dell'uscita del numero 3)
Applico il teorema della probabilita’ composta ed ottengo

Probabilita' = 1/6 - 1/6 - 5/6 - 5/6 - 1/6 - = (1/6) 3- (5/6) 2= (1/6) 3. (5/6) 53

Piu' in generale potremo scrivere

Probabilita' = pk - (1-p)nk

Ora torniamo alnostro problema:

Lanciando 5volte un dado che probabilita’ ho di ottenere 3 volte il valore 3?
se non mi interessa l'ordine di uscita allordno le 10 possibilita’ (Nota)
333aa 33a3a 3a33a a333a 33aa3

3a3a3 a33a3 aa333 a3a33 3aa33

Quindi avremo che le nostre probabilita’ sono:

PP | S N
00I AA EOI EOU -

¢
Nota Per calcolare il numero delle possibilita’ considera che i gruppi che si formano sono le
combinazioni semplicidi 5 oggetti presi 3 a 3
A

A A
Passando al caso generale potremo dire cleeprobabilita’ che un dato evento capiti k volte
su n prove effettuate sara’

PP Y S
0Ol AAAEOI BOWp D

Se ora consideriamo il problema per i vari valoridik =1, 2, 3, ..., n allora avremo una
variabile aleatoria (chiamiamola col nuovo termineS, di possibili valori Xg, X2, X3, ...%n ) la
cui rappresentazione sara' la distribuzione cercata

(b) Un esempio per capire meglio

Non sonoconcetti semplici, quindi vediamo di sviluppare un esempio, il piu' semplice possibile che ci
permetta di vedere in pratica come si costruisce la distribuzione cercata: consideriamo un evento tale che la
probabilita’ e la sua probabilita’ contraria abbianolo stesso valore, ad esempio l'uscita di testa nel lancio di
una moneta
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Sviluppiamo problemi diversi per diversi valori di n.

Nella prima riga scrivo le varie combinazioni che possono uscire e nella seconda il numero di tali
combinazioni, nella terza li valore della probabilita’ dell'evento ed, a destra, la rappresentazione grafica con,
in verticale, il numero delle combinazioni possibili;

1. probabilita’ di uscita di testa nel lancio di una monet&

T C
1 1
12 1/2 & &
T C
2. probabilita’ di uscita di testa nel lancio di due monet&
TT TC CT CcC
1 2 1 1]
2|
14 2/4 1/4 1 1|
3. probabilita’ di uscita di testa nel lancio di tre moneteSs
TTT TTC TCT CTT CCT CTC TCC cccC
1 3 3 1
313
1/8 3/8 3/8 1/8 2l &
4. probabilita’ di uscita di testa nel lancio di quattro monete&
TTTC TTCT TTCC TCTC CTTC CCCT CCTC
T TCTT CTTT CCTT CTCT TCCT CTCC TCCC cece
1 4 6 4 1
1/16 4/16 6/16 4/16 1/16
5. probabilita’ di uscita di testa nel lancio di cinque monet&s
TTTTC | TTTCCTICTC | CCCTTCCTCT | CCCCT
TTTCT | TCTTCCTTIC | CTCCTTCCCT | CCCTC
TTTTT TTCTT | TCTCTCTTCT | CTCTCTCCTC | CCTCC | CCCCC |20
TCTTT | CTCTTCCTTT | TCTCCTTCCC | CTCCC
CTTTT | TTCCTTCCTT | CCTTCCTTCC | TCCCC s [s
1 5 10 10 5 1 X =
1/32 5/32 10/32 10/32 5/32 1/32

Osserviamo due fatti importanti:
1. Se sostituisco ai numeri delle combinazioni i valori delle probabilita’ i grafici vanno
bene lo stesso: in tal caso 'area di ogrettangolo corrisponde alla probabilita’
dell'evento e la somma di tutte le aree deve sempre dare come risultato 1.
2. | numeri che abbiamo trovato corrispondono avalori del triangolo di Tartagliae
quindi i nostri valori corrispondono ai coefficienti delle potenze del binomia
Se hai bisogno di ripassare nei particolail Triangolo di Tartaglia.
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(c) Distribuzione binomiale (o di Bernoulli)

Quanto fatto alla pagina precedente ci porta alla formula per calcolare la variabile aleatoria.
Facciamolo prima su un esempio

Trovare le varie probabilita’ di "uscita di testa” nel lancio di 5 monete

Dobbiamo trovare la formula per calcolare i seguenti valori delle singole probabilita’ della
variabile aleatoria Ss.

n° uscita teste /5 teste |4 teste |3 teste |2 teste|1 testa|0 teste

1 5 10 10 5 1
probabilita’ | ----- | ----- | c-eem | eeem | eem | -

Per trovarle sara' sufficiente considerare i fattoridello sviluppo dellapotenza quinta del
binomio; p e' la probabilita’ di uscita di testa per una moneta (1/2) eq €' la sua probabilita’ contraria
(sempre 1/2):

(p+q) 5= b N

=1-(1/2) 5- (L/2)°+5-(1/2) 4- (1/2) 1+ 10 -(1/2) 3- (1/2) 2+ 10-(1/2) 2- (1/2) 3+ 5-(1/2) 1 - (1/2) 4+
1-(1/2) 0. (1/2) 5=
=1/32 +5/32 + 10/32 + 10/32 + 5/32 + 1/32

Possiamo quindi generalizzare la formula per calcolare la probabilita’ di uscita di testa k
volte su n prove effettuate considerandola come il termine della potenza del binomio (p
g)" che ha il termine p a potenza k 7

oOTAAA%gBO&
Questi valori considerati al variare di k forniscono una variabile aleatoria la cui

rappresentazione €' detta anche distribuzione binomiale (corrispondendo allo sviluppo
della potenza del binomio) odanche distribuzione di Bernoulli

10/32110/32

C Jer26
R [ | |
13/8 |3/8 L

| | [aj16 | /1§ o 1

ﬂ irm’ ‘.’“1 fliﬁJg 1 L‘iﬂ 132 Lsz
N [ | |
1 moneta 2 monete 3 monete 4 monete 5 monete
(a+b)? (a+b) 2 (atb) 3 (atb) 4 (a+b) s

Tutte le aree delle distribuzioni binomiali, somma dei rettangoli, essendo somma di
probabilita’, valgono 1

All'aumentare del numero di lanci effettuati le distribuzioni binomiali si avvicinano ad una
curva detta curva a campana ourva di Gauss.

Una variabile aleatoria di tipo binomiale viene anche detta brevementeariabile binomiale
e la indicheremo con la lettereS.

Le probabilita’' p e g possono anche essere diverse: veagliesto esempia

Lanciando 4 volte un dado costruire la distribuzione binomiale per I'evento: uscitdel valore 3
In questo caso abbiam@ =1/6 eq =5/6.

Applichiamo la formula e consideriamo i fattori della potenza quarta del binomio
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(p+q) 4= b N

=1-(1/6) 4- (5/6) 0+ 4-(1/6) 3- (5/6) 1 + 6 -(1/6) 2 - (5/6) 2+ 4-(1/6) 1 - (5/6) 3 + 1-(1/6) © - (5/6) 4 =
= 1/1296 + 20/1296 + 150/1296 + 500/1296 + 625/1296

S | 0 volte 1 volta 2 volte 3 volte 4 volte

Pr | 1/1296 20/1296 150/1296 500/1296 625/1296

e la rappresentazione binomiale diventa

625/1296

500/1296

150/1296

20/1296

1/129%

Da notare che la distribuzione non e' simmetrica, questo dipende dalla diversita’' delle due probabilita’;
comungue aumentando il numero delle prove potremo ottenere anche qui una configurazione a campana ma
"storta”, non simmetrica, che pero’ tendera’ a dientare simmetrica quando le prove tenderanno ad infinito

(d) Caraltteristiche della variabile binomiak

Raccogliendo, nella variabile binomial&, abbiamo che:
T Ogni prova puo' avere solo due esiti con probabilita’ 'unp e I'altra q=(1 -p)
1 All'aumentare del numero delle prove, ogni prova e' indipendente dalle altre e
quindi la probabilita’ del primo evento e' semprep.
Per la variabile binomiale abbiamo:
1 Lamediaper un eventoXvale:
M(X)=np
essendon il numero di prove effettuate ep la probabilita’ dell'evento.
Cioe' se un evento ha probabilitgp allora in n prove la media del numero di volte che I'evento si
verifica e'np.
Esenpio:
Lanciamo un dado 360 volte.
Trovare la media dell'eventoX = "Uscita del valore 3"
Abbiamon =360 ep = 1/6
M(X,) = 360 - 1/6 = 60
In media il valore 3 uscira' 60 volte

! Lavarianzavale:
A%(Xn) = npq
essendon il numero di prove effettuate,p la probabilita’ dell'evento eq la
probabilita’ contraria.
Esenpio:
Lanciamo un dado 360 volte.
Trovare la varianza dell'eventoX = "uscita del valore 3"
Abbiamon =360 ep =1/6 eq=5/6
£2(Xy) = 360 - 1/6 - 5/6 = 50
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Esempio:

Un partecipante ad una gara di tiro con I'arco colpisce il bersaglio in media con la probabilita’ dell'80%.
Calcolare il numero medio di centri che egli puo’ aspettarsi con 20 tiri e calcolare anchevlaianza:
probabilita’ di colpire = 80/100 = 4/5

probabilita’ di non colpire = 20/100 = 1/5

Abbiamo la variabile aleatoria (per 1 tiro):

S | non X X

Pr | 1/5 4/5
Per 20 tiri avremo:

M(Xzo) =20-4/5=16
£2(X20) = 20 - 4/5 - 1/5 = 16/5 = 3,2

(2) Distribuzione geometrica

Analizziamo ora ladlistribuzione geometrica che si ha quando dobbiamo considerare le
probabilita’ del primo accadere di un evento

T Problema del primo accadere di un evento

1 Costanza dell'attesali un evento

T Distribuzione geometrica

1 Esempi di applicazione

(@)  Problema del primo accadere di un evento

Consideriamo un gioco aleatorio, ad esempio I'estrazione di un numero al lotto in una
particolare ruota, echiediamoci qual'e' la probabilita’ che I' evento "uscita del numero”
accada alla prima estrazione, alla seconda, alla terza, . .. eccetera

Se consideriamo la variabile aleatoria "I'evento si verifica la prima volta allFma prova"
con n=1,2,3,... avremaina variabile la cui distribuzione di probabilita’ e' detta
Distribuzione geometrica.

Esempi:

Trovare le probabilita’ di uscita di "testa" al primo, secondo, terzo,.-@simo lancio di una moneta
Trovare le probabilita’ di uscita del numero 3 nel lanciali un dado al primo, al secondo, alltfesimo lancia
Trovare le probabilita’ di uscita del numero 1 sulla ruota di Bari alla prima, alla seconda, allagsima
estrazione.

(b) Costanza dell attesa di un evento

E' qui doveroso fare un discorso rivolto ai cosiddetti "sistemisti” cioe' ai giocatori che
cercano di vedere i "ritardi" di uscite di numeri per poter scommettere sulla loro prossim
uscita:

| discorsi che facciamo valgono solamente all'inizio delle prove:
Una volta fatta una prova nella prova successiva l'evento ha esattamente le stesse
probabilita’ di accadere di quelle che aveva nella prova precedeat

E' quindi inutile stare ad osservare i numeri ritardatari peg scommettere sulla loro uscita;
la probabilita’ di uscita sara’ sempre la stessa di un qualunque altro numero preso a caso
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(c) Distribuzione geometrica

Chiamanda

p la probabilita’ che I'evento si verifichi

g la probabilita’ che I'evento non si verifichi

avremo la variabile aleatoriaZ (si chiama Z per consuetudine)

Z|1 2 3 4 n

Pr |p ap  @P PP e qnL-p

Note sulla costruzione della tabella

la probabilita’ che I'evento accada alla prima prova ¢

la probabilita’ che I'evento accada alla seconda prova gp perche' avremo che I'evento non accade alla
prima (q) ma alla seconda (p)

la probabilita’ che I'evento accada alla terza prova €2-p perche' avremo che I'evento non accade alla prima
(q), non accade alla seconda (gq) ma alla terza (p)

la probabilita’ che I'evento accada alla quarta prova &3-p perche' avremo che I'evento non accade alla prima
(q), non accade alla seconda (q), non accade alla terza (q) ma alla quarta (p)

la probabilita’ che I'evento accada alla +sima prova e'qn1-p perche' avremo che I'evento non accade alla
prima (q), non accade alla seconda (q), non accade alla terza (q), ...... non accade alldg¢sima (g), ma
accade alla resima prova (p)

In generale si indica anche can
p(Z=n) = p-q"1

Da notare che l'insieme delle probabilita’ €' una successione geometrica di ragione g, ed, essendo g sempre
minore di 1, la successione tendera' sempre a zero.

Vediamo, su ursemplice esempio, la rappresentazione grafica di una distribuzione
geometrica

Trovare le probabilita’ di uscita di "testa" al primo, secondo, terzo,.-@simo lancio di una
moneta e rappresentarla mediante la distribuzione geometrica

p probabilita’ di uscita di testa = 1/2

g probabilita’ di non uscita di testa = 1/2

La variabile aleatoriaZ sara':

Z| 1 2 3 4 n

Pr | 1/2 1/2-1/2 (2/2) 2-1/2 (/2) 3-1/2 ... (2/2) n1.1/2
Cioe'

Z | 1 2 3 4 . n

Pr | 1/2  1/4 18  1/16 ... (1/2) n

ed avremo come rappresentazione grafica della distribuzione geometrica
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1 2 3 4 5 6 7 8

Questa configurazione sara' valida in generale: avremo che i vari valori di probabilita’
all'aumentare delle prove diminuiranno sempre fino a ridursi avalori vicinissimi a zero.

Da notare che, siccome l'area di tutti i rettangoli vale 1 (evento certo) e I'area del primo rettangolo vale 1/2
I'evento e' sempre piu' probabile che succeda alla prima prova (e' piu' probabile che esca testa per la prima
volta alla prima prova piuttosto che esca per la prima volta alla millesima prova).

(d)  Esempi di applicazione

Esempi;

Trovare le probabilita’ di uscita per la prima volta del numero 3 nel lancio di un dado al
primo, al secondo, all'resimo lancio e rappresentarla mediante la distribuzione geometrica
p probabilita’ di uscita del numero 3 = 1/6

g probabilita’ di non uscita del numero3 = 5/6

la variabile aleatoriaZ sara'’

Z 1 2 3 4 . n

Pr| 1/6 5/6-1/6 (5/6) 2-1/6 (5/6) 3-1/6 ......... (5/6) n1.1/6
Cioe'

Z 1 2 3 4

Pr| 1/6 5/36 25/216 125/1296 .........

ed avremo come rappresentazione grafica delldistribuzione geometrica:

1/6
5/36

25/216

| vari valori di probabilita’ all'aumentare delle prove diminuiranno sempre fino a ridursi a
valori vicinissimi a zero.

Notiamo anche qui che, siccome I'area di tutti i rettangoli vale 1 (evento certo) e I'area del prinettangolo
vale 1/6 e gli altri valgono meno, I'evento e' sempre piu' probabile che succeda alla prima prova (e’ piu'
probabile che esca 3 per la prima volta alla prima prova piuttosto che esca 3 per la prima volta al millesimo
lancio).
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Trovare le probabilita’ della prima uscita del numero 1 sulla ruota di Bari alla prima, alla
seconda, alla resima estrazione e rappresentarla mediante la distribuzione geometrica
Sulla ruota di Bari vengono estratti 5 numeri su 9@ossibili (semplifichiamo un poco i

calcoli)
Veramente dovremmo fare il conto
probabilita’ di uscita del numero uno al primo posto = 1/90
probabilita’ di uscita del numero uno al secondo posto 4/89
probabilita’ di uscita del numero uno al terzo posto = 1/88
probabilita’ di uscita del numero uno al quarto posto = 1/87
probabilita’ di uscita del numero uno al quinto prosto = 1/86
e poi sommare le varie probabilita’
P=1/90 + 1/89 + 1/88 + 1/87 + 1/86 = 0,057
(approssimato alla terza cifra decimale)
Ma qui, per semplificare, consideriamo la probabilita’ totale come 5/90, cioe' consideriamo
I'estrazione come se rimettesimo il numero gia' estratto nell'urna, altrimenti dovremmo trattare
con numeri troppo complicati.
Inoltre il valore 5/90, approssimato alla terza cifra decimale, vale,056 che e' abbastanza vicino al
valore trovato prima per poter avere risultati analoghi nell'esercizio
Quindi:
p probabilita’ di uscita del numero 1 = 5/90 = 1/18
g probabilita’ di non uscita del numero 85/90 = 17/18

la variabile aleatoriaZ sara":

Z | 1 2 3 n

Pr | 1/18 17/18-1/18 (17/18) 2-1/18 ... (17/18) n1.1/18
Cioe'

Z | 1 2 3 4
Pr | 1/18 17/324 289/5832 4913/104976 ...

ed avremo come rappresentazione grafica della distribuzione geometrica:

k] 17/324 289/5832

Nota che, in questo caso, all'aumentare del valore della probabilita’ contraria I'area dei
rettangoli tende a zero meno velocemente (gli scalini degradano piu' dolcemente).

(3) Distribuzione di Poisson

Analizziamo ora ladistribuzione di Poisson che si ha quando dobbiamo considerare le
probabilita’ di eventi che accadono molto raramente

1 Problema dell'accadere di eventi rari

1 Distribuzione di Poisson

1 Esempi di applicazione
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(@)  Problema del primoaccadere di un evento

Se consideriamo le probabilita’ di un evento che capita molto raramente, utilizzando la
distribuzione binomiale (di Bernoulli), dovremo fare un numero enorme di calcoli
considerando probabilita’ dell'evento e probabilita’ contraria.La distribuzione di Poisson ci
permette invece di calcolare tale probabilita’ con un ottima approssimazione senza dover
fare eccessivi calcoli

L'importante per poter utilizzare la distribuzione di Poisson e' il fatto che la probabilita’
dell'accadere delevento sia minuscola e sia molto elevato il numero delati considerati
come universo. ©@me orientamento pratico possiamo grosso modo dire che la
distribuzione di Poisson e' una buona approssimazione se il numero di casi possibili e'
superiore a 100 e Igorobabilita’ dell'accadere dell' evento considerato ' minore di almeno
1/10.

Mi ricordo che quando insegnavo, I'esempio classico da cui partivo (e che penso sia stato usato da Poisson)
era sul numero di soldati di 10 reggimenti prussiani morti per ilcalcio di un mulo ogni anno per 20 anni: la
frequenza dell'evento coincide in pratica con il valore della probabilita’ dato dalla distribuzione di Poisson:
nelle pagine seguenti riporto il calcolo delle varie probabilita’ confrontato con le frequenze effidtamente
ottenute.

(b)  Distribuzione di Poisson

Se vuoi vederda dimostrazione per calcolarela variabile aleatoria (Scheda nE2).
La distribuzione di Poisson e' una distribuzionehe assume i valorD,1,2,3,4,.....80n

probabilita’:
LAt

T A
essendot cd p probabilita’ dell'evento ed n numero deicasi possibili per I'evento;

Scriviamola come variabile aleatoria—A A

Evento |[x=0 |x=1(x=2 |x=3 | ... X=X

T | | { { {
robabilita’ |=— - - — A [.......
P T[AA pAA cAA crAA
I'evento puo' accadere 0 volte, 1 volta, 2 volte, eccetera

Come esercizio riprendiamo I'esempio della pagina precedente (anche se un po' macabro) e prendiamo le
tabelle di soldati morti in 10 reggimenti prussiani in 20 anni, cioe' ci comportiamo comse fossero 200
reggimenti controllati per un anno; abbiamo le frequenze

Morti per un calcio di mulo|nessunc |un morto [due morti |tre morti |quattro morti |cinque morti
Numero reggimenti 109 65 22 3 1 0

cioe', per il calcio di un mulo, in un anno 108eggimenti non hanno avuto nessun morto, 65 reggimenti hanno
avuto un morto, 22 reggimenti hanno avuto due morti ciascuno, 3 reggimenti hanno avuto 3 morti ed uno ha
avuto 4 morti; in totale i morti son stati 122

Siccome i morti sono stati 122 la frequera di morte sara' data dal rapporto fra il numero di morti ed il
numero dei reggimenti, cioe'122/200 = 0,61.

Consideriamo allora tale frequenza come probabilitg) = 0,61 ed avendo considerato una sola possibilita’
(morte) :

np =1.0,61=0,61
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Quindi abbiamo la distribuzione di Poisson sulla probabilita’ che ogni reggimento abbia 0,1,2,3,4,5 morti in
un anno.

Numero morti x=0 x=1 X=2 x=3 X=4 x=5
Pro_babilit_a'per T[ﬁppA h Td;‘pr h nﬁppA h T[vaA h nﬁppA h T[EppA h
ogni reggimento | A pA cA oA TA LA

e, con una buona calcolatrice otteniamo
Numero morti  [x=0 x=1 = RS X=4 Xx=5

Probabilita’ per

. . 0,54335/0,33144|0,10109 |0,02056 |0,00313 |0,00038
ogni reggimento

Per ottenere la probabilita’ per i 200 reggimentibastera’ moltiplicare per 200.

Numero morti X=0 [x=1 [x=2 [x=3|x=4[x=5

Probabilita’ moltiplicata

S : .~ 108,71 66,288 20,218 4,112 /0,626 0,076
per tutti i reggimenti

Se ora la confrontiamo con la frequenza effettiva vediamo che abbiamo un'ottima approssimaziane
Numeromorti | x=0 |x=1 |x=2 [x=3|x=4|x=5

Probabilita’ per
tutti i reggimenti

Frequenza 109 65 22 3 1 0
Morti effettivi 0 65 44

108,71 /66,288 |20,218 4,112 0,626 0,076

Intendiamoci: siamo partiti da una frequenza e quindi otteniamo dei valori logicamente compatibili con tale
frequenza, pero' I'importante €' che la distribuzione di Poisson da' la "tendenza" di un fenomeno raro e di
applicazioni se ne avranno tantissime: al progettare il mercato per farmaci di malattie rare al vedere la
distribuzione di auto con 0,1,2,3 incidenti per anno e quindi fissare le tariffe bonus/malus, al programmare il
numero di pezzi da mettere in una spedizione presupponendo che una piccolis& percentuale sia difettosa,
al numero di telefonate che arrivano ad un centralino, alle auto che si fermano ad una stazione di servizio, ai
clienti di uno sportello bancario, eccetera, eccetera..............

Scheda n.E2 : Dimostrazione della furmuladella distribuzione di Poisson
Vediamo come si ricava la formula della distribuzione di Poisson

Ti avviso che, siccome dovremo fare delle approssimazioni, il valore trovato non e’ la probabilita’ vera, ma considerando
probabilita’ piccole e numero di @si molfo elevato, la approssimera’ bene

Consideriamo un qualunque problema del tipo prove ripetute cioe' in distribuzione binomiale; supponiamo che n,

numero dei casi possibili, sia molto grande; poniamp .b 1
Cominciamo a calcolare i vari valordella variabile aleatoria: ricordando che il valore generico vate

Probabilita’ = ( E ) P g

perk=0,1,2,.....
1 perk=0 avremo:

t
n
PO)= (o) P-q=qr=(-pr=(l--)r
n
Nell'ultimo passaggio ho moltiplicatop per n/n in modo da averet al numeratore e quindi hon al denominatore
Siccome il numeron deve essere molto grande calcolo il limite dell'espressione pér 9: Hb
lim .
P e L S [ ) T =
n n/( -t
Dentro parentesi tonda ho portato-{ al denominatore (regola della divisione fra due frazioni)e diviso la potenza
n nelle due potenze-l ¥ ¢-f: posso farlo perche' rimoltiplicando mi tornan.
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/| OA ADPDPOI OOEI EAIT AI 1T OEAAOCAT AT t 101 A0T AAOT DAOAEA>
molto piccolo, in tal caso posso portare il limite dentro parentesi quadra

Veramente matematicamente non si potrebbe, ma siccome noi cerchiamo un valore approssimato tale
approssimazione e’ possibile e sara' sempre piu’ vicina al valore reale quanae’' abbastanza grande p
abbastanza piccola

Quello che ottengo eun limite notevole:

=] = (1+ - ) Tt = et
n/( -
1 Passiamo ora a calcolare il termine generidd(x):

n n(n-1)(n-2)....(n-x+1)

PO)= () - peo o= P qres
x!

adesso moltiplico sia al numeratore che al denominatore pew-1in modo che al numeratore moltiplicando per
nx1 ottengo nx come primo fattore del prodotto:

IT p81T @ p.1 . .. .1 p81 @ p
tb tN @t 7

: t tb tN
@A

—))|

Ora, avendo sopra il segno di fraziore-1 fattori li suddivido mettendo a ciascuno al denominatore il terminen
(se rimoltiplico al denominatore mi torna x™1); inoltre raccolgo assiemenx e px scrivendo (np) X; infine al posto di
o<1 metto (1-p)nx;

(hp)* (n-1) (n-2) (n-3) (n-x+1)

P . (1_p)n—>< =
x! n n n n
Poniamo oral B  abbigmo:
l-p=1-p-:nin=1-t 71
tx (n-1) (n-2) (n-3) (n-x+1) .
Ce—" : : — St T bx=
X! n n n n
Sezzo l'ultima potenza nelle sue componenti e scrivo le frazioni come somma di termini
i 1 2 3 X t t
= e (Lo =) (L= o) (@ ) e (L oommn ) (L oo )0 (L o )X
x! n n n n n n
e siccome il numeron deve essere molto grande calcolo il limite pdr  ©  Hb
lim X 1 2 3 X t t
P o [ (@ ) (e ) (L ) e (L ) (L e )0 (L e )]
x! n n n n n n

Come nel calcolo precedente consideriamo il primo fattorgxix! AT I A 6T A AT OOAT OA AOOAT Al
molto grande ep molto piccola; tutti gli altri fattori al limite valgono 1 eccetto il penultimo che e’ il solitolimite
notevole e abbiamo gia' calcolato in cima alla pagina che vad¢, quindi otteniamo:
t X
Px= ------ et
x!
Come vedi non e' unalimostrazione facile e ci da' solamente un valore approssimato della probabilita’ reale, pero', tale
valore e' molto comodo da utilizzare.

(c) Esempi di applicaziore sulla distribuzione di Poisson

La percentuale di pezzi difettosi prodotti da una mechina e, in media, dello 0,2%siccome
la ditta esporta tali pezzi in confezioni di 1000 calcolare quanti pezzi in piu' dovranno
essere messi in ogni confezione perche' la probabilita’ di avere in una confezione meno di
1000 pezzi efficienti sia inferiore allo 0,01%

Cioe' la macchinan media produce 2 pezzi difettosi ogni mille, quindi la probabilita’ che un
pezzo sia difettoso ep= 0,002.
Il numero di pezzi per confezione en= 1000
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Essendon= 1000 molto grande ep=0,002 molto piccola, possiamo approssimare bene
utilizzando la distribuzione di Poisson Costruiamo la variabile aleatoria di Poisson per
0,1,2,3,4,5,... pezzi e vediamo a quale numero corrisponde una probabilita’ inferiore a 0,01

tx
Pc= ----- et
x!
essendo'[ D 1 PMMNTM T[F]T[T[C C

Evento X=0 [x=1[x=2 |x=3 [x=4 |x=5 [x=6 |x=7 | x=8

T [ 0 [ 1 t 2 t 3 t 4 [ 5) t 6 [ 7 [ 8
problabnlta - et ot = et et el |—et |-——et
Peripezzo i o 111 |2 3t |4 |5 |e |7 |8l

vaniitar |2 |20 |22 [22 [2¢ [ [ [2r [=
pI’O la Iita e_z e_z e_z e_z e—2 e-2 e—Z ____e-2 ____e'z
PEripezzo fo | |20 |3 |4 s & |7 |8
Probabilita’ di

S . 10,0498 0,1353|0,2707 0,2707 |0,3609 |0,0902 |0,0241 |0,0021 |0,00005
pezzi difettosi

cioe' abbiamo una probabilita’

del 4,98% di non avere pezzi difettosi

del 13,53% di avere un solo pezzo difettoso

del 27,07% di avere esattamente 2 pezzi difettosi

del 27,07% di avere esattamente 3 pezzi difettosi

del 36,09% di avere esattamente 4 pezzi difettosi

del 9,02% di avere esattamente 5 pezzi difettosi

del 2,41% di avere esattamente 6 pezzi difettosi

del 0,21% di avere esattamente 7 pezzi difettosi

del 0,005% di avere esattamente 8 pezzi difettosi; questo valer' inferiore alla probabilita’ cercata

Da notare che la somma di tutte le probabilita’ si avvicina al valore 1

Osservando la tabella possiamo dire intuitivamente che in ogni confezione di 1000 pezzi
vanno aggiunti 8 pezzi per essere ragionevolmente sicuri che la confezione contenga 1000
pezzi efficienti.

Continuando il calcolo, la probabilita’ che 9 pezzi sianmvinati contemporaneamente €'
(riapplico la formula)

p = 0,000002

cioe' e' la probabilita’ che ogni 500 confezioni da 1000 pezzi ve ne sia una con 9 pezzi
difettosi.

2. Variabili aleatorie continue

Parleremo di variabili aleatorie continue quando l'insieme dei valori possibili sara’
continuo, cioe' avremo un numero infinito di probabilita’ per tutti i valori compresi in un
intervallo in corrispondenza biunivoca con un irtervallo della Retta Reale (per semplicita’).

a. Dal discreto al continuo

Esistono vari tipi di problemi in cui I'insieme dei valori possibili e' continuo, cioe' abbiamo unumero infinito
di probabilita’ per tutti i valori compresi in un intervallo in corrispondenza biunivoca con un intervallo della
Retta Reale
Esempi:
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1 La probabilita’ di caduta di un satellite su una zona dell'Europa
So solamente che cadrah una certa zona con probabilitap, ma non posso indicare un punto o un
numero finito di punti in cui puo' cadere

91 L'usura di un cilindro ruotante in un meccanismo
Posso indicare il raggio massimo ed il raggio minimo che mi permette di usarlo, ma nongso
suddividere la differenza dei raggi in un numero finito di punti

91 La probabilita’ di morire di una persona di sesso maschile di 50 anni da oggi al 2070
Serve per calcolare le tabelle assicurative, ma non posso indicare il valore preciso della profiggidi

morte istante per istante

Quelli sopra sono tutti esempi di probabilita’ continua; in alcuni casi si puo' ovviare, come
nel caso delle assicurazioni, dividendo l'intervallo in ami, pero’ e' un‘approssimazioneja
probabilita’ di morte di una persona a gennaio sara' diversa dalla probabilita’ per la stessa
persona a dicembre dello stesso anno.

Consideriamo ancora la caduta di un oggetto su un piano determinato: come posso
esprimere la probabilita’ di impatto in un punto se un punto non ha dimensione?

Allora dovro' sostituire al concetto di punto il solito concetto di intervallo per poter trovare
una probabilita’ effettiva; e' lo stessoragionamentoche ci ha portato a costruire I'analisi
matematica basawola sul concetto di intervallo.

Se considero un intervallo, anche se infinitesimo, allora per esso potro’ parlare della
probabilita’ di impatto con l'oggetto che cade

Per sapere come comportarci intuitivamente riferiamoci ad un esempio classico:
lanciando una moneta ho due possibilita": o testa o croce entrambe con probabilita p = %2
Abbiamo gia' studiato questo caso e visto la difbuzione di questo fenomenovedi
I'esempio

Se aumentiamo il numero delle prove avremo che al posto dei rettangoli avremo dei
rettangoli sempre piu' snelli sho ad arrivare a basi infinitesime e quindi ad avere, per i
valori delle probabilita’, una curva indistinguibile da una curva continua

2
= = 3 3
1 1 1 1 2 [
1 1 1
T 3
o e 10 |10 R
6; f |
! '|
- J |
\ , ]
a a — — | \
5 ﬂ / \
r el 1 1 :
L L1 o — — <
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Dovremo quindi di utilizzare I'analisi matematica e lo studiai funzioni, inoltre, siccome le
probabilita’ saranno legate alle aree di parti delle curve, dovremo conoscere bene
soprattutto il calcolo degli integrali definiti.

b. Variabile aleatoria continua

In pratica, se la variabile aleatoria e' continua allora la probabilita’ varia in modo continuo
e noi cercheremo di rappresentare tale probabilita’ con una funzione continua in un dato
intervallo.

Anche qui sarebbe megliparlare di funzione aleatoria piu' che di variabile aleatoria, ma
ormai, come ho gia' detto, il termine "variabile" e' entrato nel linguaggio comune

Definizione:
La variabile aleatoria continua €' una variabile casuale X che assume tutti i valori
in un dato intervallo[a ; b ]

c. Funzione di ripartizione

Particolare importanza, nel caso continuo, ha la funzione di ripartizione (somma di tutte le
probabilita’ precedenti unaprobabilita’ data) .
In generale, data la probabilitaP(x) nell'intervallo chiuso [a;b] potremo definire come
funzione di ripartizione su P una funzione y = F(x) tale che
1 Sia definita per ogni valore di x irP 1 =
T Assuma valori compresi fraD ed 1 essendo
& O n DAO @ A /
& O p PAO @ A
1 La funzione e' monotona non decrescente (cioe' o cresce 0 Si_d
mantiene costante in ogni intervallo considerato)
La funzione di ripartizione servira' in quei problemi che oinvolgano i
OACT E AE A
Per semplicitd consideriamo solamente casi in cui la variabile aleatoria e' continua
(generalmente €' cosi' ma si hanno delle eccezioni che non consideriamo)

d. Funzione di densita'
1) Introduzione

In pratica, considerare la funzione densita’ di probabilita’ equivale a considerare il dominio
della variabile aleatoria come suddiviso in intervalli infinitesmi e quindi ad introdurre le
derivate nel calcolo delle probabilita’. \édremo che:

la funzione densita’ di probabilita’ e’ definita come la derivata delldunzione di ripartizione

e, viceversa,

la funzione di ripartizione e’ l'integrale dellafunzione densita’ di probabilita’ .

Per introdurre la funzione densita’' di probabilita’ dovremo considerare unavariazione di

probabilita’ ; introdurremo il concetto di variazione media di probabilitasulla funzione di
ripartizione.
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2) Densita’ media

SiaXuna variabile casuale continua che assuma tutti i valori reali :
compresi nell'intervallo [a;b]. /
Sia F(x) una funzione che indica che la variabile caseshssume valori -
inferiori od uguali ad x (in pratica una funzione che equivalga ad una
parte della funzione di ripartizione partendo da sinistra.Nella funzione—
a fianco e' la parte colorata in azzurra)

& @ 00 8 a
Con questa definizioneavremo allora che

1-F(x) e' la probabilita‘’contraria, cioe' la probabilita’ che la variabile casualXassuma un
valore maggiore dix cioe' quello che resta togliendo la parte azzurra

F(x1) e’ la probabilita’che la variabile casuale assuma un valore nore od uguale adi

F(x2) e' la probabilita’che la variabile casuale assuma un valore minore od uguale»ad

F(x2)-F(x1) variazione della funzione di ripartizionee' la probabilita'’che| *
la variabile casuale assuma un valore compreso tsa ed X2 con X /
esclusoxi< X Xz /
Nella figura a fianco la parte colorata in grigio Fo) =

Come ti starai rendendo conto cerchiamo di metterci nell'ottica del concetto di
derivata.

Adesso definiamo ladensita’ media di probabilita’ come il rapporto fra F(x2)-F(X1) ed X2 - X1,
cioe' la variazione dellaF(x) rispetto alla variazione dellax :
F(x2)-F(x1)
Densita' mediadi probabilita’ = -------------------
X2-X1

Questo indica come la probabilita’ si distribuisce nell'intervallo considerato nell'ipotesi che
la distribuzione avvenga in modo uniforme (senza salti). Naturalmente, per poter essere
un'indicazione significativa dovremo considerare un intervallo abbastare piccolo[x; x +
3- @in tal modo otterremo la velocita' di variazione della F(x) al variare della x (velocita'
all'istante): ' o
0O €60

0

Fa oty T g gy ur g Vg e N e é" é! w
A'Hi Wit "W'HIHHA "1 1 "HHOHI ——

Da notare che €' lo stesso ragionamento che si fa in fisica per calcolare la velocita' media, la velocita'
istantanea e quindi la velocitacomefunzione derivata dello spazio rispetto al tempo

3) Funzione di densita’ di probabilita’

3A T OA DPAOOEAI | akdmo ladefinZiGna di @Avata: 3{ | -
, . §0 o €0 , . L. .
L1+ , €80 Ho /
Do 0 /

La funzionef(x) = F'(xX) si chiamadensita' di probabilita’ o b Vi

semplicementefunzione di densita. 4 e h
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Da notare che la funzione di densita’ f(x) non esprime una probabilita’ (es. la tangente alla
curva in figura puo' ancheavere coefficiente angolaresuperiore ad 1), pero' essa seve a
calcolare una probabilita’;se considero ildifferenziale di F(x):

dF(x) = F'(x) = f(x)dx

esso coincide con laerivata della funzione a meno di infinitesimi di ordine superiore

A& @ &0 O R @ £ O AQ

e quindi, essendo f(x)dx il prodotto fra la funzione densita’ ed il differenziale dxllora

f(x)dx e' la probabilita’ che la variabile casuale assuma un valercompreso nellintervallo

infinitesimo x ed x+ dx a meno di infinitesimi di ordine superiore a dx
Osservazione

Come ho gia' detto la funzione di densita' non esprime una probabilita’; infatti se hai una funzione continua
come fai ad assegnare agn punto una probabilita'?

Prendiamo ad esempio la caduta di un oggetto su un piano determinato: come posso esprimere la probabilita
di impatto in un punto se un punto non ha dimensione?

Allora dovro' sostituire al concetto di punto il solito concetto dintervallo per poter trovare una probabilita’
effettiva: e' lo stessoragionamentoche ci ha portato a costruire I'analisi matematica basatola sul concetto di
intervallo.

Se considero un intervallo, anche se infinitesimo, allora per esso posso parlare della probabilita’ di impatto
con l'oggetto che cade

Nel nostro caso, per poter pdare di probabilita’ consideriamo la funzione di ripartizione e la pensiamo
composta da intervalli infinitesimi di base dx e di altezza f(x)

Come conseguenza avremo che la densita’ di probabilita’ e' legata all'area di questi rettangoli [base dx ed
altezza f(x)].

Cioe' la derivata della funzione di ripartizione equivale (a meno di infinitesimi di ordine superiore) al
differenziale della funzione F(x)}

F'()dx = dF(x) = f(x)dx

Infatti dall'uguaglianza algebrica
"Heo | .
P— [RS S0) "Ho
Ho
Facendo il minimo comune multiplodx ottengo:
"HEO  €ad "HO  "HO "HoO
"Ho "Ho "Ho
e moltiplicando tutte le espressioni per dx €ioe' togliendo i denominatori)
dF(X) = F'(x)dx = f(x)dx
Cioe', in generale, l'incremento infinitesimo di undunzione e' uguale alla derivata della funzione stessa
moltiplicata per il relativo incremento infinitesimo della x (a meno di infinitesimi di ordine superiore e quindi
da non considerare perche' trascurabili)

Intuitivamente F'(x) e' la derivata della funzione calcolate prendendo due punti sul grafico e facendo
avvicinare il secondo punto al primo mentre dF(x) e' il differenziale che viene calcolato incrementando di un
intervallino dx la tangente algrafico Ripassa il differenziale

e. Relazioni notevoli

OOA bPi OOEAI T AAEET EOA 1 A £O01UEITA AE OEDA
. s
3 J <= < vt <t
+

ed abbiamo che vale sempre
Y
’?‘H,I "H"I
H
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Esempio:

Determinare il valore della costante k in modo che la funziong = kx sia la funzione densita' di una variabile
casuale continua che assume tutti i valori compresi nell'intervall§0;4].

Per calcolare il valore dk bastera’ trovare l'integrale definito da0O a 4 della funzione densita’ e porre il
risultato uguale ad 1 (probabilita’ certa):

. AOAO  EB D |Ykx?o*=8k-0=28k
Pongo il valore dell'integrale uguale ad 1

8k=1

k=1/8

Quindi la funzione densita’ e!

iz —

Mentre la funzione diripartizione €' il risultato dell'integrale cioe': (%)

%))
&0 —

T
Possiamo dare una rappresentazione della variabile casuale continua ponendo L
ascissa i valori della variabile aleatori& e in ordinata i valorif(x) della funzione
densita’; da notare che I'areaottesa fraf(x) e I'ass delle ascisse vale sempre 1.
Nel grafico a destra, per ragioni di rappresentazione, ho usato unita' di misura
diverse per ascisse ed ordinate

La variabile casuale continua viene anche rappresentata graficamente prendende
in asdssa i valoriX della variabile aleatoria ed in ordinata i valoriF(x) della
funzione di ripartizione. F(x)
Adestra un esempio dal nostro solito esercizio:
Variabile aleatoriaX continua sull'intervallo [0;4] con funzione di ripartizione:
1))
&I —
T
E' una partedi parabola con vertice I'origine e concavita' verso l'alto
Nota

Inoltre se abbiama

& D AOAOCe &0 | MOAO conxi  x

>v

Ne segue
Pr(x1x X x2)=F(x2)-F(x1)=_ AIAQD

Cioe:

La probabilita’ che la variabile aleatoria X assuma un valore compreso fraed x e' dato

dall'integrale definito della funzione densita’ calcolato da xad X .

Quindi, d'ora in avanti, percalcolare una probabilita’ in un intervallo| fix)

potremo calcolare un area mediante il calcolo integrale

Ad esempio calcoliamo ora la probabilita’ che la variabile aleatoria
assuma valoretrale 2

-OA @ | 1/16 x2|12=4/16 -1/16 = 3/16

E' rappresentata in figura dall'area di colore grigiescuro.

f. Valore medio

Passiamo ora a definire per la variabile aleatoria continua il concetto di valore medio
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Ricordoche ilvalore medio per la variabile discretae' uguale alla somma dei prodotti dei valori della
variabile per la rispettiva probabilita’, e quindi, passindo al caso continuo, la somma di tali prodotti deve
diventare l'integrale; infatti I'integrale e' il limite delle somme dei rettangolini facendone diventare
infinitesime le basi dxed il simbolo di integrale e' la s medioevale che indica la somma

Consideriamo la variabile casuale continuXche assuma tutti i valori nell'intervallo[a;b] e
siaf(x) la sua funzione densita'd=(x) la sua funzione di ripartizione

La variabile casualeXassume (a meno di infinitesimi) il valorex nell'intervallo [a;b] con
probabilita’ dF(x) = f(x)dx .
Allora il valore medio M(X) sara' dato dall'integrale sull'intervallo [a;b] del prodotto dei
valori x della variabile aleatoria per la rispettiva probabilita’ dF(x) = f(x)dx :
" 9
EN 0"HO 0 "Hd "Ho
H H

Come esempio calcoliamo il valore medio per la funzione densita’ trovata nell'esercizio della pagina

precedente

Abbiamo la funzione densita' nell'intervallo[0;4] :

U =

Calcoliamo il valore mediom = M(X) della variabile aleatoria
-8 | OAIAQD  -OAD [124 x¥o*=64/24 -0=8/3.
g. Varianza

Per la varianza consideriamo al solito lo scarto dal valore medio e poi facciamo la somma
dei quadrati degli scarti (ricordo che l'integrale €' il limite della somma:

Variabile casuale X ‘

Valore media m = M(X) = _ .HHO "HO "HO
Scarto:  X-m

Scarto al quadrata (X -m)2

Anche gli scarti sono variabili casuali e quindi dobbiamo considerare la probabilita’ solita,

cioe' moltiplicarli per dF(X):
Valore medio dello scarta 'E 1} i W,HHc') i "He¢o W‘HH() i "Ho "Ho

Varianza s  ERQ | ot Hee Mo T b HO

Per il calcolo ricordiamo che vale la formul@heabbiamo gia' vista
s n ENf I ER E N E N
cioe' s AL, 0 HHO . 0TH "HO

Calc&liamo la varianza per la variabile aleatoria che prende valori nell'intervallf;4] con funzione densita

g
Ricordando che il valore medio, trovato nella pagina precedente &3 :

s 8 @ ADA @ ORDA @
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s 8 _ Qtipl@A@ | pl@AD yfo  [1/32 x4 -64/9=256/32 -0-64/9=8 -64/9 =
8/9.

h. Scarto quadratico medio

Ora per ottenere lo scarto quadratico medid bastera' eseguire I'operazione di estrazione
di radice della varianza

s=Us

Calcoliamo lo scarto quadratico medio sempre per il solito esempio: variabile aleatoi¥che prende valori
neII'iEjtervaIIo [0;4] con funzione densita!

U =
Ricordando che il valore della varianza, trovato nella pagina precedente 829 abbiamo:
K 8 NMPpT.w e mhowtqy

I.  Distribuzioni di probabilita’ continue

Per concluderefacciamo qualche cenno sulle principali distribuzioni di probabilita’ per una
variabile aleatoria continua
1 Distribuzione uniforme
Distribuzione esponenziale
Distribuzione normale (legge di Gauss)
Relazione fra distribuzione binomiale e normale
Distribuzione normale standardizzata

=A =4 -4 =4

1) Distribuzione uniforme

Piu' che un'effettiva probabilita’ si tratta di una probabilita’ "didattica” o meglio di un tipo di probabilita’ che
ci permette di capire meglio tutto I'impianto

Consideriamo la variabile casual& che assume tutti i valori nell'intervallo [a;b] con
funzione densita’

f(x) =k

Essendo la probabilita’ totale su [a;b] uguale ad 1 possiamo trovare il valorekli
impostando I'equazione

EA@p
I'integrale e' immediato e otteniamo:
S; @ p f(x)
risolvendo:
EAEADp 53
raccolgo k
k(b-a) =1 2 %
. p
E el
A A
Quindi la nostra funzione densita' €
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Il grafico di tale funzione, essendo una funzione costante, €' un segmento orizzontale da
x=a ad x=b di altezza sull'asse delle x uguale a 1/@da) e l'area sottesa (la parte grigia) vale
1

Otterremo la funzione di ripartizione calcolando l'integrale da a ad x della funzione
densita".

F(x))

&9 —AO0— A0 —»B — 1
Quindi abbiamo la funzione diripartizione :
T4 O&A
& D A_A @) N: a A a 3 X

O &2 A

p
Adestra la sua rappresentazione grafica

Calcoliamo orail valore medio:

-8 _ oMAO. —@AG— QAG—— —f—

f(x)

Quindi il valore medio e’ quello che divide a meta' verticalmente la

funzione densita’, 0 meglio la media aritmetica fra gli estren@eb. o2z °

Calcoliamo ancorda varianza.
Prima calcolo il valore medio del quadrato della variabil@leatoria:
P P

OAQD X A OA QD

2 = A  —
M(X2) DAEIA D A A oy

o A p A A A AA AAA A AAA

A Ac A A A o oA A o
Adesso, per trovare la varianza da questo valore sottraggo il quadrato del valore medio
b2+ab+a 2 (b+a) 2

R2(X) = M(X2)- [M(X)] 2 = =--mmmmmmmmmemmmmn memememea =
3 4

Faccio il minimo comune multiplo:
4(b2+ab+a?) -3 (b2+2ab+a?)
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Infine calcoliamo loscarto quadratico media
Basta applicare laradice al risultato precedente

"H'HO
I( [E—
Quindi:

| — e 0,288675 (b-a)

~

2) Distribuzione esponenziale

Anche questa e' interessante soprattutto per i calcoli che ci introducono poi alla distribuzione piu' "gettonata"
(legge di Gauss)

Consideriamo la variabile casualX che assume tutti i valori nell'intervallo 1N cdéb
funzione densita:

f(x) = ke 9

cony valoredatoek OAT T OA AA AAOAOI ET AOA %OOAT AT 1A
ad 1 possiamo trovare il valore dk impostando I'equazione

. BEA Ag p

Essendok una costante la estraggo dal segno di integrale

E A Ag p

eunEl OACOAT AWl cord@Bi-4 @ A

Siccomef(x)=-y Al 17T OA 171 OEPI EAEERAIET Al IAKIGEREATTT OOOOEAB®ROET O
della funzione al numeratore

E —1/& Ao p

EOOAT AT | O1 OAI1 1T &k AADIminkdrdadal segrb Ol hedrkaizGuello al numeratore mi serve per
avere la derivata dell'esponente

E ,
Adesso,essende;y 1 A AAOEOAOA ahA iAo KOODIEIT ADAGIOAT Atateliaideglintedrdddi AEA OO
funzione di funzionee, come integrale indefinito vale e £quindi ottengo:

E Ho
—dA s P

S A L e A e e
AdeOOT AAOT OF OOEOOEOA AAT 601 EI OEIATI1IT AEEEAOAT UA DPOEI A
— A A p

-1 PAO E-toApiolett=m  OAIT A )

-4 PAO m GddAl1 UAOT N

k

----- (0-1) =1 &

A K

Eseguo l'operazione pomoltiplico i segni: X

K 0 o
—-=1

I§d otteniamo:

E 1

Quindi la nostra funzione densita’ €

£ @ 12 A

Il grafico di tale funzione, essendo una funzione di tipo esponenziale con esponente
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negativo, parte dal valore| sull'assey (infatti ponendo x=0 abbiamoU pPA; p) e gi
avvicina asintoticamente all'asse dell« (per @ © abbiamoU O% A | ™ T

Otterremo la funzione di ripartizione calcolando l'integrale da 0 a x|
della funzione densita 1

& D 1A AO

E unintegrale del tipo: 5 %

. Bf@®dt conft)= -4 O ) )

Siccomef{t)=-4y Al 11T OA-(-DAOEDEAT AT AA TTIT OAOEAOA
valore ma avere la derivata della funzione al numeratore

& D LA AO

ora posso estrarre il segnedal segno di integrale in modo da avere al numeratore
esattamente la derivata dell'esponente

1A AO
adesso,essendey, | A AAOEOAOA OAATAIAAEGHIIT HDITOAET OACOA]
nella tabelladegli integrali di funzione di funzionee, come integrale indefinito vale & ¢

quindi ottengo:
X

= -|et =

0

Adesso devo sostituire dentro il simbolo differenza prima alla t il valore x palevo
sostituire O e sottrarlo:

= -(el@el )
-4 PAO nm OAdAl UAOI N
= -(e19)=
Moltiplico per il segno meno (faccio cadere la parentesi)
= el %% 1=
Scrivo prima il termine positivo:
= 1-et!
Quindi abbiamo lafunzione di ripartizione:
gg OF n
p A Ok n

Adestra la sua rappresentazione grafica sotto lostudio intuitivo della funzione.
Studiamo la funzione
G/ 1
"H'Hb "l "6'|
seguiamo alcuni punti dello schema proposto in analisi
9 Determinazione del campo di esistenza.
Nel nostro casail campo di esistenzae'tutte PAOAEA2 PAO @ mn 1A
vale sempre zero e quindi e' sempre dmita;
anche per x >0 e' sempre definita (cioe' per ogni valore reale sostituito ad x la
mia funzione assume un valore reale)
9 Determinazione del tipo di funzione
E' una funzione formata da due diverse funzioni:
perd ® una funzione costante (e quindil grafico si riduce all'asse negativo
delle X) e questa non c'e’ bisogno di studiarla
per x >0 invece €'la differenza fra una funzione costante ed una di tipo
esponenziale (d'ora in avanti ci limiteremo a studiare solamente il ramo della
funzione x >0)

€0
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Intersezione con gli assi

Se considero l'asse y, cioe' pongo x=0 allora la funzione vale

y=1l-e1%1l-e1 ®=1-0=1-1=0

Quindi/ k mNm Aa 061 bpOT 01
Valori agli estremi del campo di esistenza e asintoto orizzontale
| punti in questione sono dati dai tre valori per le x
x=-b ET OA1l AAOT 1A AEOTUEITTA OAIA =

x = 0 abbiamo gia' visto che allora y=0

@ b ET OAl AAOI A
limgo {l-et @ Oelp=1-0=1

alloray = 1 €' l'asintoto orizzontale (retta a
cui tende la finzione senza mai
raggiungerla)

Positivita' e negativita', crescenza e
decrescenza

Considero la funzione

y=1-ei19
ene faccio la derivata
U o L 9 1A

U o442 | A

90 Ao OAiI POA Pl OEOCEOA DPAOAEAs | Ao OI

AAT 1T A £O61 UETTA

F(X)

1]

)

sempre positivo; essendo la derivata prima sempre positivia funzione e' sempre

crescente

Derivata seconda e concavita'
Faccio la derivata seconda
y'= -2e1 2

Essendovi il meno davanti ad un quadrato la derivata e' sempre negativa, quindi

la concavita' ' rivolta verso il basso

Calcoliamoora il valore medio:

- 8

>v

ah Ao

A AQ

Questo e'un integrale per parti che ha soluzione
AR A b

- 8

M(X) =

-l—JL -
1

4

1

Tt

Ecco i calcoli per giungere ailisultato:
Risolvere l'integrale:

- 8
RE OT 1

aA AQ

OEAITIT1T ETOAT OI ET ¢ D A
E' un integrale da risolvereper parti considerandox AT | A E|

termine di cui conosciamo l'integrale: la formula mnemonica e":

AC £

Abbiamo:
f=x

¢ A£G

C 19 A

f=1
¢

aA

. - & - g1 & vedi lo sviluppo nella nota precedente
Applico la formula:

Ago A Ag

=x(-e1¥ | - YPdx=
eseguo i calcoli
L @A= anche questo ultimo integrale lo abbiamo gia' sviluppato

=-xel9

el 9

p 1A AAAQD

Ai i A ETOACOAI A ETAAAET EOI ki
OAOI ET A AE

DI ER 00l OEOOI O
AOmr Foimd il OAEAIT T
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Ora torniamo all'integrale definito:

el 9 H
@y Adx=|xet 2 - =
1 0
Oi OOEOOAT Al H -Adi 4 DORN ICT OAGT EHl DI A ET AAOAOI ET AOAregolath AEA
De I'Hopital

"AOOA EAOA 1T A AAOEOAOA AAE £AOOI OE A O1 OOEOOEOA AA @ ®
-1 A A g Aw pAO

Ol OOEOOAT AT AA @ EI OEIATI1I b T 0O0AT ¢ci nh RNOET AE EIT (¢
et e0 1
=0+ 080 - ——mmu- SO =0+0-0+ -—--
1 1 1
Quindi:
1
M(X) = -----
1

Calcoliamo ancorda varianza:
Prima calcolo il valore medio del quadrato della variabile aleatoria

0 @ @A A@

Anche questo e' unntegrale per parti che ha soluzione

%AAT E AAITATTE DPAO OEOI I OAOA 18ET OACOAI Aq
Risolvere l'integrale
0 @ ;A Ag
2EOI 1 OEAIT11T ETOATOI Aii A ET OACOAT A ETAAZET EOI h DI ER 001 OEOOI O
E' un integrale da risolvereper parti considerandox@ AT i A E1  OAOI ET A AE AOQm1%doméil OAEAI |
termine di cui conosciamo l'integrale: la formula mnemonica e":

AC EC £C

abbiamo

f=x2

C 19 A

f'=2x

. C 2= -q& vedilo sviluppo in una nota precedente
Applico la formula:

aAh Agod A A p |A AGAQ

=x2(-eity- | epdx=

Eseguo i calcoli

Xx2el 2 ¢ - %% A ora lo scrivo in modo da avere la derivata dell'esponente dentro il segno di integrale
x2el? ¢ ¥ | - %x=2 qdesto ultimo integrale lo abbiamo gia' sviluppato per calcolare il valore medio

2 ele
=-x2el % - (-xeld - )=
1 1
2xet2 2el?
= X214 D e o
1 12
Ora torniamo all'integrale definito:
2xel2 2el1 2 H
an A dx = | -x2et1 2 - =
1 12 0
Oi OOEOOAT Al b AkeBEOiel €EOOBRCOADAEEEOI A ET AAOAOI ET AGA W «

regola di De I'H6pitaldue volte al primo termine ed una volta al secondo
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"AOOA EAOA T A AARAOEOAOA AARE ZAOOI OE A O1 OOEOOEOA AA @ EI
Primo termine:

applico una prima volta laregola 2x-(-f A AA ET AT AT OA OT A A& Ol A ET AAOAOI ET ADOA
applico la regola una seconda volta ¢ 2e+1 94 cel Wy Cet))=2 40 =0 ed ora il termine vale 0

Per i secondo termine basta applicare la regolana volta sola -2 -(-f A¥= ¢ 1 ¥& ¢ 1A &= -¢ 1 HB=0

10ET AE ET h O1 OOEOOAT AT AA T cCiE OAOI ETA POEI A b A PITE mgq

2.0 208 et 20 2
=0+ 0e0- + + =0+0-0+0-0+ -
1 1 TE 12
quindi
2
M(X2) = ------
{2
Adesso, per trovare la varianza da questo valore sottraggo il quadrato del valore medio
2 1 1

£2(X) = M(X2)- [MOQ] 2= n = oen =

Infine calcoliamolo scarto quadratico media
Basta applicare laradice al risultato precedente;otteniamo:

Quindi, rella variabile casuale con distribuzioneesponenziale lo scarto quadratico medio
coincide con il valore medio.

3) Distribuzione normale (Legge di Gauss)

E' di gran lunga la piu’ importante, anche perche' sitrova quasi ovunque, dalla distribuzione delle particelle
alla teoria degli errori.

Gaussiana come limite (intuitivo) della variabile binomiale
La variabile casuale con distribuzione gaussiana

Studio della variabile casuale standardizzata
Applicazioni pratiche della variabile gaussiana

=A =4 =4 =

a) Gaussiana come limite (intuitivo) delf variabile binomiale

Riprendiamo un esempio gia' accennato.

Consideriamo ancora la variabile gaussiana discreta sullesipio del lancio di una moneta:
Lanciando una moneta consideriamo la probabilita’ che esca testa: ho la probabilita' p =2 e
la probabilita’ contraria g=%2

All'aumentare del numero delle prove avremo che successivi rettangoli obbediranno alla
legge del triangolo di tartaglia, essendtegati alla regola della potenza del binomio
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11
1 21
1 3 3 1
1 4 6 41
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Quindi, poiche' I'area sottesa deve sempre valere 1 (somma di tutte le probabilita’), al
posto dei rettangoli avremo dei rettangoli sempre piu’ snelli sino ad arrivare a basi
infinitesime e quindi ad avere, per i valori delle probabilita’, una curva indistiguibile da
una curva continua

2
TR R 33
1 1 1 1 2 s
1 1 W
T C
— i \
W 10 10 { '.II
6| II‘ I|I
= IIII l'|
— S |
4 ‘ ( 5 5 } IIII I'..
e i 1 1
| [ l 1 | =1 f==1 _——"" =

Tale curva sara' detta anche curva a campana di Gauss e sara' del tipo
y = ke con k valore dato

La dimostrazione analitica di come si ricavi la formula precisascende i limiti dei programmi delle scuole

medie superiori, quindi, nelle prossime pagine, ci accontenteremo di prendere la formula finale e di fare
alcune osservazioni.

b) La variabile casuale con distribuzione gaussiana

E' la variabile casuale continua la cui funzione densita':e'
p -
l@ - — A
A cn
essendo
A lo scarto quadratico medio

A2 |a varianza
m il valore medio

Nella prossima pagina faremo lo studio djjuesto tipo di funzione, pero' per renderla un poco piu' "umana”

(alla Fantozzi) cerchiamo di semplificarla
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Il processo e' chiamato "standardizzazione" della variabile casuale
Poniamom=0eA P
otteniamo:

c¢) Studio della variabile casuale standardizzata

Come esercizio, anche per ripassare un po' di Analisi, e per ricavarne le proprieta’ studiamo
la funzione:

m 2 A-
CA

Seguamo lo schemache abbiamo visto in Analisi.
Per i nostri calcoli sappiamo che la costante 7 W vatercirca0,3989
1 Determinazione del campo di esistenza

NAAI T AE AOEOOAT UA Ao 00001 »
1 Determinazione del tipo di funzione

Intanto posso dire che e’ una funzione pari perche' se sostituisco x ceqnon cambia niente §x)2 = x2,

quindi la funzione sara!

simmetrica rispetto all'asse delle y
1 Intersezioni congli assi

Vediamo se esistono intersezioni con l'asse y

Faccio il sistema fra la funzione e l'assey

0 P _Ace
CA

g m

o P _per
CA

g m

essendoe® =1

v P e 1o wYP w
CA

g 1

Quindi la curva taglia I'asse delle y nel punto

'k 1tNcnp e nmN mhowyw
Vediamo ora se esistono intersezioni con l'asse x
Faccio il sistema fra la funzione e l'asse x

0 P AP
CA
U n
p A%QS m
CA
g 1

Essendoe**2un esponenziale sara' sere maggiore di zero, ed essendpf CA una costante allora il

termine non sara' mai zero, quindi

La curva non taglia I'asse delle x
1 Valori agli estremi del campo di esistenza

Siccome il campo di esistenza va débA B Al 1T OA Al OOAIT OO1 OAOA OAI
1 Positivita' e negativita'

Risolvo la disequazione

pTWNM >0 A
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essendop T M qna costante positiva basta risolvere
e¥x2 > ()
Questo essendo un esponenziale €' sempre positivo
La funzione e' sempre positiva(il grafico sara' tutto sopra I'asse delle x)
1 Determinazione degli asintoti
Non possono esistere asintoti verticali (la funzione non diventa infinita per valori finiti di x)
Ricerca di eventuali asintoti orizzontali od obliqui
limgawp ¥ N a2 =AH=0
limgo p¥ NcgR2=R®=0
Quindi l'asse delle x €' un asintoto orizzontale
y = 0 asintoto orizzontale
ed essendo la curva sempre positiva la curva si avvicina all'asintoto da sopra
1 Determinazione della derivata prima
Esegiiamo la derivata prima
pT ¢A ) e'una costante quindi resta davanti al risultato
e2 ¢' una funzione (esponenziale) di funzione ( esponenté/x?)
derivata dell'esponenzialee*2
derivata dell'esponente-%2 -2x = -X
Quindi ho la derivata
Uee _Q A gg
CA
1 Crescenza e decrescenza
Poniamo la derivata prima maggiore di zero per vedere dove e' positiva (funzione crescente) o negativa
(funzione decrescente)

— A"

Essendopf ¢A ) una costante positiva posso scrivere

-X e”x2> ()

L'esponenzialee' sempre positivo, quindi scrivo

-x>0

ed ottenga

x<0

La derivata e' positiva per x < 0 ed €' negativa per x > 0, quindi

La funzione €' crescente per x < 0 ed e' decrescente per x> 0
1 Determinazione dei massimi e minimi

Senza risolvere equaziom essendo la funzione crescente per x < 0 e decrescente per x jalora il

punto corrispondente ad x=0 €' un massimo

Corrisponde al puntoA di intersezione con l'asse y

! -k mn pTNM ¢naA e mN mhowyw
1 Determinazione della derivata seconda

Eseguiamo la derivata della derivatgprima.

non considerando la costantef ¢A e' unprodotto di funzioni -x ed e¥»2, quindi

U 29 -b BIR -xC (AX €%:2)]
U 209 -b BYR + g2e2)]
U 2o P*F (K2 -4)h A
ottengo:
o Z Par

A

1 Concavita' convessita' e flessi
Pongo la derivata seconda uguale a zero

@ p
—A 7 3
CA
Essendo ¢A una costante ed essendo I'esponenziale per definizione sempre positivo la mia equazione
si riduce a
x2-1=0

Ottengo quindi due soluzioni
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x=-ledx=1
Ora studio il segno della mia funzione
@ p

—A 7 T

CA

Anche qui, essendo ¢A una costante edessendo I'esponenziale per definizione sempre positivo la mia
disequazione si riduce a
x2-1>0
essendo le soluzionil ed 1 la mia disequazione @lerificata per valori

esterni 3
-1 +1 ‘

+++++ 0----------- O +++++++

Quindi posso dire che:
Da -tb a -1 la concavita' e rivolta verso l'alto
da -1 ad 1 la concavita' e rivolta verso il basso
dal a+H laconcavita' e'rivolta verso l'alto
Inoltre posso dire che per x-1 e per x=1 avremo due flessigalcoliamo il valore dei punti di flesso
per x = -1 abbiamoU pT O A pTAN & A A
per x = 1 abbiamoU p T H2C A pTM ¢ A A
Primo punto diflessokk -p N p T A4 ¢ &4; 0,2A19)
Secondo punto diflessoFk p N p 7*M s 0,2418)
Ci accontentiamo dei punti di flesso senza fare ulteriori calcoli (complicati) per individuare le equazioni
delle tangenti di flesso
A destra il grafico della nostra funzione, per rappresentarla meglio I'unita' di misura sulle y e' diversa da quella sutle
Siccome nella forma richiama una campana e' chiamata anche "Curva a campana di Gauss"

Applicazioni pratiche della variabile gaussiana

Partiamo da un semplice esempio: supponiamo che io debba trovare la misura della
lunghezza di una parete di una stara con la precisione di un millimetro; mi procuro un
doppio decimetro e comincio a misurare: trovo che le misure che ottengo mi danno risultati
fra loro leggermente diversi.

Secondo la teoria degli errori, scartando gli errori sistematici, cioe' quelli dani agli

strumenti di misurazione o ad un modo errato di misurare, avro' che in ogni misura esiste
un errore casuale che mi fornira' una misura piu’ 0 meno grande della misura che cerco: se
ora metto queste misure su un grafico e ripetendo il procedimentmoltissime volte

ottengo come rappresentazione proprio una curva a campana di Gauss e la misura migliore
della parete sara' data dal vertice della campana. Intendiamoci: intuitivamente la misura
centrale sara' solamente la misura che ha la piu' alta probdita’ di essere esatta, mentre

per avere la probabilita’ che la misura sia contenuta in un certo intervallo bastera'
considerare l'area limitata dalla gaussiana, dall'asse delle x e dalle verticali mandate dai
punti estremi dell'intervallo considerato.

Come esempio considerate che I'area compresa fra le verticali passat
per i punti di flesso corrisponde a circa il 70% di probabilita’ che la

misura sia compresa in quell'intervallo (con piu‘precisione circa il /\[\
68,27%) .

Cioe' la curva a campana di Gasislescrive il modo in cui gli errori
casuali si distribuiscono quando facciamo una qualunque misura
Siccome in quasi tutte le scienze il concetto di misura e' centrale (pensa alla statistica, alla
fisica,...) abbiamo l'importanza che assume la curva a cpana di Gauss

Vista l'importanza della variabile casuale Gaussiana essa viene spesso indicata come
variabile casuale normale
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